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問題. nを正整数とし, V = M(n;C)を複素数体上の n次正方行列のなす線形空間とする. 写像 b : V ×V → C
を, 正方行列のトレース trを使って b(X,Y ) := tr(XY ) (X,Y ∈ V ) で定義すると, これは対称双線形型式で
ある. また部分空間W ⊂ V に対してW⊥ := {v ∈ V | ∀w ∈ W, b(v, w) = 0}と定めると, W⊥ は V の部分
空間である.

(1) bが V 上非退化である事, つまり V ⊥ = {O}となる事を示せ.

(2) 上三角行列からなる V の部分空間を T と書く. つまり

T :=




a11 a12 ··· a1n−1 a1n

0 a22 ··· a2n−1 a2n

...
. . .

...
0 0 ··· an−1n−1 an−1n

0 0 ··· 0 ann

∣∣∣∣∣ aij ∈ C

 .

部分空間 T⊥ ⊂ V の次元を求めよ.

解答. (1) (i, j)成分が 1で残りの成分が 0である V の元 (行列単位)をEij で表すと, Eij 達 (1 ≤ i, j ≤ n)

は V の基底をなす. X ∈ V ⊥ を X =
∑n

i,j=1 xijEij , xij ∈ Cと表すと, 任意の 1 ≤ k, l ≤ nに対して
b(X,Ekl) = 0. 一方で

b(X,Ekl) =

n∑
i,j=1

xij tr(EijEkl) =

n∑
i,j=1

xij tr(δj,kEil) =

n∑
i,j=1

xijδj,kδi,l = xkl

だから, X ∈ V ⊥ なら全ての成分は 0, つまり X = O である.

(2) bが V 上非退化なので V = T ⊕ T⊥. この事と dimV = n2, dimT = 1
2n(n+ 1)より

dimT⊥ = n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1).

コメント. (1)は 2点, (2)は 1点として, 3点満点で採点しました. 平均点は 1.6点でした.

(1)は約半分の人は解答と同様の方針で解けていました. 一般の双線形型式 b : V ×W → Kに関する講義
ノートの命題 10.2.13 (2)を適用しようとしたのか, “W = V だから dimV = dimW なので bは非退化” と
してている答案が目立ちましたが, 当然間違いです (W = V でも, 任意の v, v′ ∈ V に対して b(v, v′) = 0と
すれば, この bは退化).

(2)についても正答率は半分程でした. 解答のように解く以外には, 具体的に T⊥ の元を記述して基底を求
める事もできます.

以上です.
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