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問題. f は正則関数であって, 定義域にある任意の z に対して f ′(z) ̸= 0だとする. この f に対し,
関数 S(f)を次で定める.
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また, ad − bc ̸= 0を満たす a, b, c, d ∈ Cに対し, T (z) := az+b
cz+d で定まる関数 T を一次変換と呼ぶ. 以

下の主張を示せ.
(1) 任意の一次変換 T に対して S(T ◦ f) = S(f).
(2) f が一次変換ならば S(f) = 0. (実は逆も成立する.)
解答. (1) T ◦ f = af + b

cf + d
と書くと, 繰り返し微分して
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となり, S(T ◦ f) = S(f)が得られる.
(2) (1)で f = id, つまり f(z) = z とすると, T ◦ id = T なので S(T ) = S(T ◦ id) = S(id). 一方で

(id)′′ = 0より S(id) = 0となるなので S(T ) = 0. よって示せた.
コメント. 3点満点で採点しました. 平均点は 2.8点でした.

(2)の逆について. g := f ′′/f ′ と置くと

S(f) = 0 ⇐⇒ g′(z)
g(z)2 = 1

2
.

両辺を zで積分すると, C を積分定数として
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この等式の両辺を再び積分すると, Dを積分定数として

Log f ′(z) = −2 Log(z + 2C) + D ⇐⇒ f ′(z) = eD

(z + 2C)2 .

もう一度積分すると, E を積分定数として f(z) = E − eD

z + 2C
. 定数を置き直すと f(z) = az + b

cz + d
.
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