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問題. 半径 Rの上半円 C と線分 [−R, R]からなる積分路 γ上での複素積分
∫

γ

z2

z4 + 1
dzを利用して,

次の実積分を求めよ. ∫ ∞

−∞

x2

x4 + 1
dx.

解答. f(z) := z2

z4+1 は γ上とその内部から極を除いた所で正則だから, 留数定理が使える. Rが十分

大きければ, 積分路の内部にある f の極は α := eπi/4

と β := e3πi/4 で, それぞれ 1位 (右図を参照). 従って
留数定理より∫

γ

f(z)dz = 2πi
(

Res
z=α

f(z) + Res
z=β

f(z)
)

.

z = αでの留数は, ロピタルの定理を使うと
O R−R

C

Re

Im

αβ

Res
z=α

f(z) = lim
z→α

(z − α)z2

z4 + 1
=

(
(z − α)z2)′

(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=α

= z2

4z3

∣∣∣∣
z=α

= 1
4α

= 1
4

e−πi/4

と計算できる. 同様に
Res
z=β

f(z) = 1
4β

= 1
4

e−3πi/4.

ここで半円 C での積分は, Rが十分大きければ∣∣∣∣∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ℓ(C) · sup
z∈C

|f(z)| = πR · sup
z∈C

R2

|z4 + 1|
= πR · R2

R4 − 1

と評価できるので, R → ∞で ∫
C

f(z)dz → 0. 従って求めたい積分 I は

I = lim
R→∞

(∫
C

f(z)dz +
∫ R

−R

f(z)dz
)

= 2π
(1

4
e−πi/4 + 1

4
e−3πi/4

)
= π√

2
.

コメント. 3点満点で採点しました. 平均点は 2.5点でした. 留数計算, 円弧 C での積分の処理, 答
えが合っているかをそれぞれ 1点としました.
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