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問題. 複素関数
f(z) := 1

sin πz
= 2i

exp(iπz) − exp(−iπz)

の孤立特異点を全て求め, そのうち極については位数と留数を計算せよ.

解答. sin πz は z = n ∈ Zを 1位の零点とする整関数だから, f(z)については z = nが 1位の極で,
孤立特異点はそれだけである. 留数について, まず z = 0の場合は exp(±iπz)の Taylor展開から

f(z) = 2i

2iπz + O(z3)
= 1

πz

1
1 + O(z2)

= 1
πz

(
1 + O(z2)

)
= 1

πz
+ O(z).

ここで O(zk)は z に関して k次以上の項からなる級数を表す. 従って Resz=1 f(z) = 1
π . 次に z = 1

の場合は, z = w + 1と置くと sin
(
π(w + 1)

)
= − sin πwだから,

f(z) = f(w + 1) = −f(w) = − 1
πw

+ O(w) = − 1
π

1
z − 1

+ O(z − 1).

よって Resz=1 f(z) = − 1
π . 一般の z = n ∈ Zの場合は, f が周期 2を持つ, つまり f(z + 2) = f(z)と

なることから

Res
z=n

f(z) =


Res
z=0

f(z) = 1
π

(nは偶数)

Res
z=1

f(z) = − 1
π

(nは奇数)
.

コメント. 3点満点で採点しました. 平均点は 2.3点でした. 極と位数が適切に求められていること,
留数の値が正しいこと, それらが適切な手法で行われていることを各 1点で採点しました.
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