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数学演習 IX・X 柳田クラス
第12回 Chapter 12 A Glimpse of Combinatorial Commutative Algebra

(組み合わせ論的可換環論)

柳田 伸太郎　

このスライドはNUCTの「リソース」においてあります.

Zoomに自分の苗字と名前の両方が表示されるようにして下さい.



12.5 次数付き環, Hilbert級数, 正則列, depth

Kを体とする.

定義. K代数AにK線形空間としての直和分解A =
⊕

d∈N Adが定められていて, 任意
のad ∈ Adとae ∈ Aeに対してadae ∈ Ad+eとなる時, Aを次数付きK代数と呼ぶ.

その元fは, i ∈ Nが存在してf ∈ Adとなる時, 次数dの斉次元と呼ばれる.

例. 多項式環K[V ] = K[x1, . . . , xn]は, 各xiを次数1の斉次元とすることで

K[V ] =
⊕
d∈N

K[V ]d, K[V ]d = {(通常の意味での)全次数がdである多項式}

と直和分解し, 次数付き可換K代数の構造を持つ.

定義. 次数付きK代数A =
⊕

d∈N Adの各斉次部分Adが有限次元の場合, AのHilbert

級数を次で定義する.

L(A, t) :=
∑
d∈N

td dimK Ad.

例. 一変数多項式環K[x] =
⊕

d∈N KxdのHilbert級数は

L(K[x], t) =
∑
d∈N

td =:
1

1− t
.
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この副節の目標は剰余環のHilbert級数に関する定理 12.20である. 準備を幾つか行う.

補題. 次数付き可換K代数A =
⊕

d∈N Adの斉次元θについて, θが生成するイデアル
(θ) ⊂ Aによる剰余環A/(θ)は

A/(θ) =
⊕
d∈N

(
A/(θ)

)
d
,

(
A/(θ)

)
d
:= {f + (θ) | f ∈ Ad}

により次数付き可換K代数の構造を持つ.

証明. 簡単なので略.

定義. 可換環Rの元uは, uy = 0となるy ∈ Rがy = 0に限られる時, 正則である, また
は非零因子と呼ばれる.

実級数a(t) =
∑

i≥0 ait
iとb(t) =

∑
i≥0 bit

iに対し半順序a(t) ≤ b(t)を次で定める:

a(t) ≤ b(t) : ⇐⇒ 全てのi ∈ Nに対してai ≤ bi.

補題 12.19. 各斉次部分が有限次元であるA =
⊕

d∈N Ad とθ ∈ A1に対して

L(A, t) ≤ L(A/(θ), t)

1− t
.

更に, 等号が成立することとθが非零因子であることは同値.
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可換環Rの二元a, bに対して, 剰余環R/(a)の元b+ (a)のことを単にbと書く.

定義. 可換環Rの元の列(θ1, . . . , θj)は, 任意の1 ≤ i ≤ j − 1についてθiが剰余環
R/(θ1, . . . , θi−1) の正則元である場合, 正則列と呼ばれる.

補題 12.19を繰り返し用いると
定理 12.20. A =

⊕
d∈N Adを斉次部分が有限次元である次数付き可換環とし, また

θ1, . . . , θj ∈ A1とする. この時

L(A, t) ≤ L(A/(θ1, . . . , θj), t)

(1− t)j

であり, 等号は(θ1, . . . , θj)が正則列である時に限り成立する.

12.6 Stanley-Reisner環
引き続きKを体とする. V = {x1, . . . , xn}とし, 部分集合S ⊆ V に対し

xS :=
∏
xi∈S

xi ∈ K[V ] = K[x1, . . . , xn]

と書く. 例えばS = {x1, x2, x4}ならxS = x1x2x4.
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定義. ∆を頂点集合V の単体的複体とし, I∆を{xS | S ⊂ V, S /∈ ∆}が生成するK[V ]

のイデアルとする. 次の剰余環を∆の face ringまたはStanley-Reisner環という.

K[∆] := K[V ]/I∆.

定義. 単項式u = xa1
1 · · ·xan

n に対しsupp(u) := {xi | ai > 0}とし, uの台と呼ぶ.

補題. イデアルI∆について, 次の部分集合はI∆のK線形空間としての基底である.

{u = xa1
1 · · ·xan

n ∈ I∆ | supp(u) /∈ ∆}.

発表用問題 12.11. この補題を示せ.

以下, f ∈ K[V ]に対してf + I∆ ∈ K[∆]をfと書く.

系. K[∆]のK基底として, 台が∆の面である単項式からなる集合が取れる:

{u | u = xa1
1 · · ·xan

n ∈ K[V ], supp(u) ∈ ∆}. (12.6.1)

基底(12.6.1)の各元uに対してdeg u := deg u = a1 + · · ·+ anとすれば, 直和分解

K[∆] =
⊕
i∈N

K[∆]i, K[∆]i :=
⊕

deg u=i

Ku (12.6.2)

が得られ, K[∆]は次数付き可換K代数になり, Hilbert級数L(K[∆], t)が定まる.
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定理 12.18. ∆が(d− 1)次元単体的複体でh(∆) = (h0, h1, . . . , hd)の時,

L(K[∆], t) =
h0 + h1t+ · · ·+ hdt

d

(1− t)d
.

証明. ∆の面Fに対してMF := {u = xa1
1 · · ·xan

n | supp(u) = F}とすると
∑

u∈MF

tdeg(u) =
( ∏
xi∈F

∑
ai≥1

tai

)
=

t#F

(1− t)#F

これをFについて足し上げる. dim∆ = d− 1とfベクトルf(∆) = (f0, . . . , fd)より

L(K[∆], t) =
∑
F∈∆

t#F

(1− t)#F
=

d∑
i=0

fi−1
ti

(1− t)i
=

∑d
i=0 fi−1t

i(1− t)d−i

(1− t)d
.

但しf−1 = 1. 更にhベクトルの定義を下の(∗)で用いると
d∑

i=0

fi−1t
i(1− t)d−i = td

d∑
i=0

fi−1

(
t−1 − 1

)d−i (∗)
= td

d∑
i=0

hit
−(d−i) =

d∑
i=0

hit
i.
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12.7 Cohen-Macaulay性
今まで通り, ∆を単体的複体, Kを体とする.

定義. 可換環Rの正則列の長さの最大値をRのdepth (深さ) と言い, depthRと書く.

定義 12.21. Kを無限体とする. (d− 1)次元単体的複体∆がdepthK[∆] = dを満たす
時, ∆はCohen-Macaulayと呼ばれる.

以下Kは無限体とする. ∆を(d− 1)次元Cohen-Macaulay単体的複体とし,

θ1, . . . , θd ∈ K[∆]1を最長の正則列とする. 剰余環

R := K[∆]/(θ1, . . . , θd)

にはK[∆]の次数付け(12.6.2)が遺伝して直和分解

R =
⊕
i≥0

Ri, Ri := {f + (θ1, . . . , θd) | f ∈ K[∆]i} (12.7.1)

が定まり, これでRは次数付き可換K代数になる. 定理 12.18と定理 12.20から, ∆のh

ベクトルh(∆) = (h0, . . . , hd)を用いると剰余環RのHilbert級数L(R, t)は

L(R, t) = h0 + h1t+ · · ·+ hdt
d. (12.7.2)
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12.8 eベクトルとCohen-Macaulay単体的複体
(12.7.2)によりCohen-Macaulay単体的複体のhベクトルに代数的な意味がついた. 次に
hベクトルの組み合わせ論的な意味を一つ与える.

定義. 有限集合{1, 2, . . . , n}を頂点集合とするmulticomplexとは, マルチセットの集合
Γであって次の二条件を満たすもののことである.

(i) 各i = 1, . . . , nに対して{i} ∈ Γ.

(ii) F ∈ ΓかつG ⊆ FならばG ∈ Γ.

定義. multicomplex Γに対しej := #{F ∈ Γ | #F = j}とし, e(Γ) := (e0, e1, . . . )をΓ

のeベクトルと呼ぶ. また整数列e = (e0, e1, . . . )であって, multicomplex Γが存在して
e = e(Γ)となるものをeベクトルと呼ぶ.

この副節の目標は:

系 12.23. ∆がCohen-Macaulay単体的複体ならば, そのhベクトルh(∆)はeベクトル.

まず多項式環に関する以下の定理 12.22を示す.

定義. 変数V = {x1, . . . , xn}の単項順序イデアルとは, 変数V の単項式からなる集合o

であって, v ∈ oが単項式u = xa1
1 · · ·xan

n で割り切れるならu ∈ oとなるもののこと.

multicomplexの定義から次の言いかえが従う.
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補題. 変数V = {x1, . . . , xn}の単項式からなる集合Sが単項順序イデアル ⇐⇒

{Mu := {1a1 , . . . , nan} | u = xa1
1 · · ·xan

n ∈ S} (12.8.1)

はmulticomplex.

定義. 多項式環K[V ] = K[x1, . . . , xn]の斉次イデアルとは斉次多項式達で生成される
イデアルのことである.

定理 12.22. 多項式環K[V ]の斉次イデアルIについて, 剰余環P := K[V ]/IのK基底
であってかつ単項順序イデアルとなるものがある.

証明はテキスト [S, p.208, 12.24 Theorem]を参照のこと.

系 12.23の証明. (θ1, . . . , θd), θi ∈ K[∆]1をK[∆]の最長正則列とする.

R := K[∆]/(θ1, . . . , θd) =
⊕
i∈N

Ri

を剰余環及びその次数付け(12.7.1)とする. (12.7.2)よりhi(∆) = dimK Riなので, Ri

の任意のK基底Diは#Di = hiを満たす. 定理 12.22よりRiのK基底Biであって
γ =

∪d
j=0 Biが単項順序イデアルになるものが存在する. (12.8.1)よりΓから

multicomplexが定まるが, そのeベクトルを(e0, e1, . . . )と書くとei = #Bi = hiとな
る. 従って主張が成立する.
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12.9 シェラブル性とCohen-Macaulay性
前回扱ったシェラブルな単体的複体とCohen-Macaulay性が関係することを説明しよう.

引き続きKは無限体とする.

定理 12.24. 頂点集合がV = {x1, . . . , xn}である単体的複体∆について, シェラブルな
らばCohen-Macaulay. 更に, ∆がシェラブルでF1, . . . , Ftを∆のシェリング,

G1, . . . , Gtを制限とすると, B := {xG1
, . . . , xGt

}はR = K[∆]/(θ1, . . . , θd)のK基底.

ここで(θ1, . . . , θd), θi ∈ K[∆]1はK[∆]の任意の最長正則列.

12.10 Cohen-Macaulay性の特徴づけ
定理 12.25. 整数列h = (h0, h1, . . . , hd)に関する次の三条件は同値.

(a) (d− 1)次元Cohen-Macaulay単体的複体∆が存在してh = h(∆).

(b) (d− 1)次元のシェラブルな単体的複体∆が存在してh = h(∆).

(c) hはeベクトル.

証明. (b) ⇒ (a)は定理 12.24, (a) ⇒ (c)は系 12.23である, (c) ⇒ (b)を示そう.

与えられたeベクトルhに対して, シェラブルな単体複体∆であってh(∆) = hとなるも
のを作る. i = 0, 1, . . . , dとhi ∈ Nに対して, 長さiの正整数のマルチセットを逆辞書式
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順序でhi番目まで並べたものをα
(i)
1 , α

(i)
2 , . . . , α

(i)
hi
と書く. 例えばi = 3, h3 = 8なら

(α
(3)
1 , α

(3)
2 , . . . , α

(3)
8 ) = (111, 112, 122, 222, 113, 123, 223, 133). (12.10.1)

α
(i)
j = a1a2 · · · aiだとして, それに対してマルチセットβ

(i)
j を次で定める.

β
(i)
j := {1, 2, . . . , d− i, a1 + d− i+ 1, a2 + d− i+ 2, . . . , ai + d}. (12.10.2)

これらを並べてβ(i) := β
(i)
1 , . . . , β

(i)
hi
と書く. 例えば(12.10.1)とd = 5に対しては

β(3) = (β
(3)
1 , . . . , β

(3)
8 ) = (12456, 12457, 12467, 12567, 12458, 12468, 12568, 12478).

与えられたh = (h0, . . . , hd)に対して上の要領でβ(0), . . . , β(d)を作り, それらを並べた
列をσ = (β(0); . . . ;β(d))と書く. 例えばd = 3, h = (1, 4, 2, 1)なら,

σ = (123; 124, 125, 126, 127; 134, 135; 234). (12.10.3)

するとσは長さm :=
∑d

i=0 hi = fd−1(∆)の列で, 頂点集合が{1, 2, . . . , hi + d}の
(d− 1)次元単体複体∆のシェリングを与える. (例えば(12.10.3)なら長さは
m = 1+ 4+ 2+ 1 = 8.) σ = (F1, . . . , Fm)と書き直すと, Fkが(12.10.2)で与えられる
場合, 制限はGk = {a1 + d− i+ 1, a2 + d− i+ 2, . . . , ai + d}になる. よってi元から
なる制限Gkはhi個あるので, h(∆) = hとなる.
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レポート問題11 & 次回について
全般的な注意
• 講義ノートのp.79にレポート問題12があります.

締切は8/06の13時です. NUCTで提出して下さい.

• スマートフォン等でスキャンしたレポートは, PDFに変換して頂けると助かります.

変換方法はNUCT「リソース」の「スキャンファイルのPDF変換.pdf」参照.

次回について.

• 次回は8/06 (金)で最終回です.

一コマ目 (09:30–10:30) はありません.

二コマ目 (10:45–11:45) は今回説明した§12 の発表用問題12.5–12.12について,

希望者に解答を発表してもらいます.

一コマ目はここまでです.
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