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数学演習 IX・X 柳田クラス
第8回 Chapter 7 Enumeration Under Group Action

(群作用がある場合の数え上げ, その1/2)

柳田 伸太郎　

このスライドはNUCTの「リソース」においてあります.

Zoomに自分の苗字と名前の両方が表示されるようにして下さい.



7.1 Burnsideの補題と色付けの数え上げ
集合Xに対してSXでその置換群を表す.

群Gが集合Xに作用する ⇐⇒ 群準同型G → SXが存在する (§5.1参照).

特に任意の部分群G ⊆ SXはXに作用する.

補題 7.2 (Burnsideの補題, またはCauchy-Frobeniusの補題). Y を有限集合とし,

G ⊆ SY を部分群とする. 各π ∈ Gに対して

Fix(π) := {y ∈ Y | π(y) = y}

と定める. するとG軌道全体がなす集合Y/Gの元の個数は

|Y/G| = 1

|G|
∑
π∈G

|Fix(π)|. (7.1.1)

例 7.3. Y = {1, 2, 3, 4}としてSY を4次対称群S4と同一視する.

サイクル (巡回置換) の記号を用いてS4の部分群Gを

G := {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

で定める. π ∈ Gとy ∈ Y に対してπ.y ∈ Y で作用を書くと

e.1 = 1, (1, 2)(3, 4).1 = 2, (1, 3)(2, 4).1 = 3, (1, 4)(2, 3).1 = 4.
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よってY/G = {Y }. 一方で(7.1.1)の右辺について,

Fix(e) = Y, Fix
(
(1, 2)(3, 4)

)
= Fix

(
(1, 3)(2, 4)

)
= Fix

(
(1, 4)(2, 3)

)
= ∅.

よって
1

|G|
∑
π∈G

|Fix(π)| = 1

4
(4 + 0 + 0 + 0) = 1 = |{Y }| = |Y/G|

となり, 確かにGについて(7.1.1)が成立する.

次に
G′ := {e, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)}

の作用を調べると

e.1 = (3, 4).1 = 1, (1, 2).1 = (1, 2)(3, 4).1 = 2,

e.3 = (1, 2).3 = 3, (3, 4).3 = (1, 2)(3, 4).3 = 4

よりY/G′ = {{1, 2}, {3, 4}}. 一方で(7.1.1)の右辺について,

Fix(e) = Y, Fix
(
(1, 2)

)
= {3, 4}, Fix

(
(3, 4)

)
= {1, 2}, Fix

(
(1, 2)(3, 4)

)
= ∅

より 1
|G′|

∑
π∈G′ |Fix(π)| = 1

4 (4 + 2 + 2 + 0) = 2. 従ってG′についても(7.1.1)が成立.
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例 7.4. 正六角形Hの6頂点にn種類の色を使って色付けする. 頂点を巡回させて移り
あう色付けを同一視すると, 何種類の色付けの仕方があるだろうか?

H

Hを反時計回りに60度回転させることで得られる頂点の置換をπとすれば, 頂点の巡回
全体のなす群GはG = {πi | i = 0, 1, . . . , 5}と書けて, 6次巡回群Z/6Zと同型である.

Gは同一視する前の色付け全体のなす集合Cnに作用して, 求める場合の数は |Cn/G|で
ある. そこでBurnsideの補題 7.2を使いたい. 各πi ∈ GについてFix(πi), つまり置換
πiで動かない色付けの仕方を数えると
• π0 = eでは全 |Cn| = n6通りが固定される.

• π, π5 = π−1で動かないのは6頂点全てが同じ色の場合だから, 各々n通り.

• π2, π4で動かないのは, 頂点を反時計回りに見ていった時にabababと二色で交互に色
付けされている場合で, 各々n2通り.

• π3で動かないのは, 同様の意味でabcabcと三色で色付けされている場合で, n3通り.
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以上の計算とBurnsideの補題 7.2から

|Cn/G| = 1

6
(n6 + n3 + 2n2 + 2n).

n次対称群Snの任意の元σはサイクルの積で

σ = (i
(1)
1 , i

(1)
2 , . . . , i

(1)
l1

)(i
(2)
1 , i

(2)
2 , . . . , i

(2)
l2

) · · · (i(c)1 , i
(c)
2 , . . . , i

(c)
lc

),

i
(j)
1 < i

(j)
2 < · · · < i

(j)
lj

, lj ∈ Z>0 (j = 1, 2, . . . , c), l1 + l2 + · · ·+ lc = n

と書ける. 書き方は複数あるが, c ∈ Z>0はσに対して一意である. このcをc(σ)と書
こう.

定理 7.5. Xを有限集合, G ⊆ SXを部分群とする. Xの各元をn種類の色を使って色
付けし, Gの作用でうつりあう色付けは同一視すると, 色付けの場合の数NG(n)は

NG(n) =
1

|G|
∑
π∈G

nc(π).

但しc(π)はπ ∈ SX = S|X|とみなしてサイクルの積で表した時の項数.

例 7.4はこの定理をX = {1, 2, . . . , 6}, G = Z/6Z ⊂ SX = S6に適用したもの.
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7.2 数え上げの精密化
定理 7.5では色付けの総数を数え上げたが, より細かい数え上げ問題を考えよう.

有限集合Xへの部分群G ⊂ SXの作用を考え, 色の集合をC = {r1, r2, . . . }とし,

f : X → Cで色付けを表す. i1, i2, . . . ∈ Nに対して

κ(i1, i2, . . . ) :=
∣∣{f : X → C | |f−1(rj)| = ij , ∀j = 1, 2, . . .

}
/G

∣∣
とする. つまり, これは各rj ∈ Cをij回用いるような色付けf達を, Gで移りあうもの
は同一視して数え上げたものである. そしてCの元rj達を (可換な) 変数として用いて,

次の母函数を考える:

FG(C) :=
∑

i1,i2,...∈N

κ(i1, i2, . . . )r
i1
1 ri22 · · · .

定理の結論に用いる記号を用意する. n := |X|とする. π ∈ SXをサイクルの積で
π = σ1σ2 · · ·σn と表した時に長さiのサイクルがci個現れる場合,

ci(π) := ci, type(π) := (c1, c2, . . . , cn)

と書き, type(π)をπのサイクルタイプと呼ぶ. 例えばn = 11の時に

type
(
(1, 4, 8)(2, 7, 11, 5)(3)(6, 10, 9)

)
:= (1, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
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問題 7.6よりサイクルタイプはSnの共役類と一対一に対応する.

発表用問題 7.6. 任意の二元π, ρ ∈ Snについてπとρは共役 ⇐⇒ type(π) = type(ρ).

このtype(π) = (c1, c2, . . . , cn)を用いて, 可換な変数z1, z2, . . . , znの単項式Zπを

Zπ = Zπ(z1, z2, . . . , zn):= zc11 zc22 · · · zcnn

で定め, 更に部分群G ⊆ SXに対して多項式ZGを次で定める:

ZG = ZG(z1, z2, . . . , zn):=
1

|G|
∑
π∈G

Zπ.

例 7.6. Xが正方形の四頂点からなる集合で, GがXの回転からなる群 (4次巡回群
Z/4Z) の場合, 反時計回りにX = {1, 2, 3, 4}と番号づければ
G = {e = (1)(2)(3)(4), (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4, 3, 2)}だから

ZG(z1, z2, z3, z4) =
1

4
(z41 + z22 + 2z4).
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Gに (中心を通る直線に関する) 鏡映変換達を付け加えて得られる群G′ (位数8の二面
体群Z/4Z ⋊ Z/2Z) については,

G \G′ = {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2)(4), (1, 4)(2, 3), (1)(3)(2, 4)}なので

ZG′(z1, z2, z3, z4) =
1

4
(z41 + 2z21z2 + 3z22 + 2z4).

定理 7.7 (Pólyaの定理). 以上の記号のもと,

FG(C) = ZG

(
p1[C], p2[C], . . . , pn[C]

)
, pk[C] := rk1 + rk2 + · · · .

特にZG

(
p1[C], p2[C], . . . , pn[C]

)はr1, r2, . . .達の整数係数の多項式である.

例 7.8. 例 7.6の前半, つまりXは正方形の頂点集合でGが4次巡回群の場合を考える.

色は全部で4色として, C = {r1, r2, r3, r4}とすると, Pólyaの定理 7.7から

FG(r1, r2, r3, r4)

=
1

4

(
(r1 + r2 + r3 + r4)

4 + (r21 + r22 + r23 + r24)
2 + 2(r41 + r42 + r43 + r44)

)
= (r41 + · · · ) + (r31r2 + · · · ) + 2(r21r

2
2 + · · · ) + 3(r21r2r3 + · · · ) + 6r1r2r3r4.

但し · · ·は同じ形の冪を省略したもの.
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例 7.6の後半, つまり二面体群G′ ≃ Z/4Z ⋊ Z/2Zの場合は

FG′(r1, r2, r3, r4)

=
1

8

(
(r1 + r2 + r3 + r4)

4 + 2(r1 + r2 + r3 + r4)
2(r21 + r22 + r23 + r24)

+ 3(r21 + r22 + r23 + r24)
2 + 2(r41 + r42 + r43 + r44)

)
= (r41 + · · · ) + (r31r2 + · · · ) + 2(r21r

2
2 + · · · ) + 2(r21r2r3 + · · · ) + 3r1r2r3r4.

定理 7.7の証明は次回行う.

7.3 群の半直積
ここでは例 7.6で現れた群の半直積を扱う.

定義. HとNを群とし, Aut(N)を群同型N → N全体がなす群 (Nの自己同型群) と
し, またφ : H → Aut(N)を群準同型とする. h ∈ Hに対しφh := φ(h) ∈ Aut(N)と書
く. この時, 集合としての直積H ×Nは,

(h1, n1) ∗ (h2, n2) := (h1h2, n1φh1(n2)) (h1, h2 ∈ H, n1, n2 ∈ N)

で定まる写像∗ : (H ×N)× (H ×N) → H ×Nによって群になる. この群(H ×N, ∗)
をHとNの (準同型φによる) 半直積と呼び, H ⋉φ Nあるいは単にH ⋉Nと書く.
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発表用問題 7.7. 上の定義でH ⋉φ N := (H ×N, ∗)が実際に群であることを示せ.

発表用問題 7.8. H,Nを群とする. φ : H → Aut(N)を自明な群準同型, 即ち任意の
h ∈ Hに対しφ(h) = idNとする. この時, 半直積H ⋉φ Nは直積群H ×Nと同型であ
ることを示せ.

発表用問題 7.9. HとNを群とし, φ : H → Aut(N)を群準同型とする. 半直積
G := H ⋉φ Nが以下の性質を満たすことを示せ.

(1) H ′ := {(h, eN ) | h ∈ H}はHと同型なGの部分群. 但しeN ∈ Nは単位元.

(2) N ′ := {(eH , n) | n ∈ N}はNと同型なGの正規部分群. 但しeH ∈ Hは単位元.

(3) G = N ′H ′かつN ′ ∩H ′ = {eG}. 但しeG ∈ Gは単位元.

9/10



レポート問題8 & 次回について
全般的な注意
• 講義ノートのp.52にレポート問題8があります.

締切は6/25の13時です. NUCTで提出して下さい.

• スマートフォン等でスキャンしたレポートは, PDFに変換して頂けると助かります.

変換方法はNUCT「リソース」の「スキャンファイルのPDF変換.pdf」参照.

次回について.

• 来週6/25は休講です.

• 次回は7/02 (金)です.

一コマ目 (09:30–10:30) は§7 群作用がある場合の数え上げ その 2を説明します.

二コマ目 (10:45–11:45) は今回説明した§7 前半の発表用問題について,

希望者に解答を発表してもらいます.

一コマ目はここまでです.
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