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数学演習 IX・X 柳田クラス
第5回 Chapter 5 Group Actions on Boolean Algebras

(Boole代数上の群作用 その1)

柳田 伸太郎　

このスライドはNUCTの「リソース」においてあります.

Zoomに自分の苗字と名前の両方が表示されるようにして下さい.



5.1 集合上の群作用
定義. 群Gの集合X上の作用 とは, 各x ∈ Xとπ ∈ Gに対してπ(x) ∈ Xが定められて
いて, 単位元e ∈ Gと任意のx ∈ Xに対してe(x) = eであり, また任意のπ, σ ∈ Gに対
して次が成り立つもののことをいう.

π(σ(x)) = (πσ)(x). (5.1.1)

集合Xから自分自身への全単射全体がなす集合は写像の合成◦でもって群SXをなす.

これをXの置換群と呼ぶ. 単位元は恒等写像 idXである. 三つ組みとして書くと

SX :=
(
{f : X → X | 全単射}, ◦, idX

)
.

群Gの集合X上の作用は群準同型φ : G → SXと一対一に対応する (問題 5.2).

例 5.1. 群作用の例を四つ挙げる.

(a) Rを加法でもってAbel群とみなす. xy平面R2上の点を, 座標原点を中心として角度
α ∈ Rで (反時計回りに) 回転させることで, 加法群RのR2上の作用が定まる:

α

([
x

y

])
=

[
cosα − sinα

sinα cosα

][
x

y

]
.

対応する群準同型をφ : R → SR2と書くとKerφ = 2πZ.
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(b) 同じ群Rと集合R2について, (a)とは別の作用を考えよう. R2の点をx軸方向に
α ∈ R平行移動させることで, 加法群RのR2上の作用が定まる. 式で書くと

α

([
x

y

])
=

[
x+ α

y

]
.

この作用は忠実である. つまり対応する群準同型の核は自明群{0} ⊂ R.
(c) 巡回群の直積G = Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}が集合X = {a, b, c, d}上に

(0, 1) · a = b, (0, 1) · b = a, (0, 1) · c = c, (0, 1) · d = d,

(1, 0) · a = b, (1, 0) · b = a, (1, 0) · c = d, (1, 0) · d = c

で作用する. この作用は忠実 (問題 5.3).

(d) 前項とは別に, G = Z2 × Z2 のX = {a, b, c, d}上の忠実な作用が以下で一意に定ま
る (問題 5.4):

(0, 1) · a = b, (0, 1) · b = a, (0, 1) · c = d, (0, 1) · d = c,

(1, 0) · a = c, (1, 0) · b = d, (1, 0) · c = a, (1, 0) · d = b.
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定義. 集合Xに群Gが作用しているとする.

(1) x, y ∈ Xに対しπ ∈ Gがあってπ(x) = yとなる時にx ∼ yとすることでX上の同値
関係∼が定まる (問題 5.5). x ∼ yの時にxとyはG同値 (G-equivalent) だという.

(2) x ∈ Xに対し次の部分集合Gx ⊂ XをxのG軌道 (G-orbit) という.

Gx := {π(x) | π ∈ G}.

群作用の記号に合わせて, G · xやG.xといった記号も用いられる.

(3) G軌道全体のなす集合をX/Gと書き, Gの作用によるXの商 (quotient) と呼ぶ.

発表用問題 5.5. G同値∼がX上の同値関係を定めることを示せ.

発表用問題 5.6. x, y ∈ Xに対し, x ∼ y ⇐⇒ Gx = Gy.

発表用問題 5.7. x ∈ XのG軌道Gxは, 同値関係としてのG同値∼によるxを含む同
値類に他ならない.

発表用問題 5.8. G軌道全体の集合X/Gを用いると, G同値∼によるXの分割は

X =
⊔

Gx∈X/G

Gx.
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例 5.2. 例 5.1に沿って軌道の例を説明しよう.

(1) 例 5.1 (a), α ∈ G = R, [ xy ] ∈ X = R2として

α

([
x

y

])
=

[
cosα − sinα

sinα cosα

][
x

y

]
.

軌道は原点C0 := {(0, 0)}と半径r ∈ R>0の円周Cr := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r2}.

R2/G = {r ∈ R>0} ∪ {0} = R≥0, R2 =
⊔

r∈R≥0

Cr.

(2) 例 5.1 (b), α ∈ G = R, [ xy ] ∈ X = R2として

α

([
x

y

])
=

[
x+ α

y

]
.

軌道は各η ∈ Rをy切片とするx軸と平行な直線Hη := {(x, η) | x ∈ R}.

R2/G = {η ∈ R} = R, R2 =
⊔
η∈R

Hη.
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例 5.2. つづき.

(3) 例 5.1 (c), G = Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}がX = {a, b, c, d}上に

(0, 1) · a = b, (0, 1) · b = a, (0, 1) · c = c, (0, 1) · d = d,

(1, 0) · a = b, (1, 0) · b = b, (1, 0) · c = d, (1, 0) · d = c

で作用している時, 軌道は{a, b}と{c, d}の二つ.

(4) 例 5.1 (d), G = Z2 × Z2がX = {a, b, c, d}上に以下のように作用する.

(0, 1) · a = b, (0, 1) · b = a, (0, 1) · c = d, (0, 1) · d = c,

(1, 0) · a = c, (1, 0) · b = d, (1, 0) · c = a, (1, 0) · d = b.

軌道は{a, b, c, d}の一つで, この群作用は次の定義の意味で推移的.

定義. 軌道が一つである群作用は推移的 だと呼ばれる. 言い換えると, 任意のx, y ∈ X

に対しπ ∈ Gが存在してπ(x) = yとなる時, これをX上の推移的な群Gの作用と呼ぶ.
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5.2 半順序集上の群作用
集合X上の群Gの作用は群準同型G → SXと同値であった (問題 5.1).

定義. P = (P,≤)を半順序集合とする
(1) Pの自己同型とは半順序集合としての同型φ : P → P のこと. つまり, φは全単射で
あって順序写像(x, y ∈ P , x ≤ yならばφ(x) ≤ φ(y)) である.

(2) Pの自己同型全体のなす群Aut(P )をPの自己同型群と呼ぶ.

定義. 半順序集合P上の群Gの作用とは群準同型G → Aut(P )のこと.

例. 半順序集合Pとして階数nのBoole代数Bnを考える. 集合としては
Bn = {x ⊆ {1, 2, . . . , n}}であり, 特に |Bn| = 2nであった. 任意の置換π ∈ Snと
x = {i1, i2, . . . , ik} ∈ Bnに対して

π(x) := {π(i1), π(i2), . . . , π(ik)} ⊂ {1, . . . , n} (5.2.1)

で写像π : Bn → Bnを定めると, それは半順序集合Bnの自己同型 (問題 5.9). 更に対応

Sn 3 π 7−→ (π : Bn → Bn) ∈ Aut(Bn) (5.2.2)

は対称群SnのBn上の作用を定める (問題 5.10).
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例 5.3. n = 3とする. 単位元eと隣接置換(1, 2)からなる位数2の部分群G ⊂ S3 が
Boole代数B3 = {x ⊆ {1, 2, 3} = 123}に作用する. eの作用は自明. (1, 2)の作用では
置換1 ↔ 2が起きるが3は固定. この作用での軌道は以下の図中のようになる.

∅

1 2 3

12 13 23

123

G∅ = {∅}

G1 = {1, 2} G3 = {3}

G12 = {12} G13 = {13, 23}

G123 = {123}

半順序集合Pに有限群Gが作用しているとしよう. 半順序を忘れてPを集合と見なして
もGの作用が定まっているので, 商, つまりG軌道全体の集合P/Gが定まる. このP/G

に半順序が次のように定まる: o, o′ ∈ P/GをG軌道として, あるx ∈ oとy ∈ o′が存在
してPの半順序についてx ≤ yとなる時にo ≤ o′と定める.

発表用問題 5.11. 上記のP/G上の≤が半順序であることを確かめよ.

定義. 半順序集合P/G = (P/G,≤)を商半順序集合 (quotient poset) と呼ぶ.
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例 5.4. (5.2.2)で定めた対称群SnのBoole代数Bn上の作用について.

(1) (例 5.3) n = 3, G = {e, (1, 2)} ⊂ S3として, B3/GのHasse図は

∅

1 2 3

12 13 23

123

G∅ = {∅}

G1 = {1, 2} G3 = {3}

G12 = {12} G13 = {13, 23}

G123 = {123}

(2) n = 5とし, Gは(1, 2, 3, 4, 5)が生成する位数5のS5の部分群とする. 商半順序集合
B5/GのHasse図は以下のようになる.

∅
1

12 13

123 124

1234

12345
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5.3 商半順序集合Bn/G

引き続き対称群SnのBoole代数Bn上の作用を考える. 前回導入した次数付き半順序集
合に関する用語を用いる.

命題 5.5. 部分群G ⊆ Snによる商半順序集合Bn/Gは階数nの次数付きであり, 更に
階数に関して対称的 (rank-symmetric), つまりi番目のレベルの濃度pi := |(Bn/G)i|に
ついて次が成立する:

pi = pn−i (∀ i = 0, 1, . . . , n).

証明. 略.

更にBn/GはSperner性を満たす (次回, 定理 5.8). 今回の残りの部分で, その証明の準
備ををする.

i = 0, 1, . . . , nに対してR(Bn)iでレベル(Bn)iを基底とする実線形空間を表す. 各
π ∈ Snに対して (同じ記号πを用いて) 線形変換π : R(Bn)i → R(Bn)iを

π
( ∑
x∈(Bn)i

cxx
)
:=

∑
x∈(Bn)i

cxπ(x) (cx ∈ R) (5.3.1)

で定める. 基底(Bn)iを適当に並べて得られるπの表現行列は置換行列 (問題 3.2) であ
ることに注意しよう.
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再びG ⊆ Snを部分群とする. 各π ∈ Gが(5.3.1)によってR(Bn)iの線形変換を与えて
いるが, それらで不変な元のなす部分空間R(Bn)

G
i を考えよう:

R(Bn)
G
i := {v ∈ R(Bn)i | π(v) = v ∀π ∈ G}.

補題 5.6. 群Gのレベル(Bn)i上の作用によるG軌道o ∈ (Bn)i/Gに対して

vo :=
∑
x∈o

x ∈ R(Bn)i (5.3.2)

と定めるとvo ∈ R(Bn)
G
i であり, 更に{vo | o ∈ (Bn)i/G}はR(Bn)

G
i の基底である.

証明. 略.

最後に, 前回導入した上昇写像Ui : R(Bn)i → R(Bn)i+1をR(Bn)
G
i に制限するとどう

なるかを考えよう. 定義を思い出すと, x ∈ (Bn)iに対して

Ui(x) :=
∑

y∈(Bn)i+1, y>x

y. (5.3.3)

補題 5.7. v ∈ R(Bn)
G
i ならばUi(v) ∈ R(Bn)

G
i+1.

証明. 略.
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レポート問題5 & 次回について
全般的な注意
• 講義ノートのp.34にレポート問題5があります.

締切は5/28の13時です. NUCTで提出して下さい.

• スマートフォン等でスキャンしたレポートは, PDFに変換して頂けると助かります.

変換方法はNUCT「リソース」の「スキャンファイルのPDF変換.pdf」参照.

次回について.

• 次回は5/28 (金)です.

一コマ目 (09:30–10:30) は§5 Boole 代数上の群作用 その 2を説明します.

二コマ目 (10:45–11:45) は今回説明した§5 前半の発表用問題について,

希望者に解答を発表してもらいます.

一コマ目はここまでです.
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