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現代数学基礎 CIII 中間試験解答
担当: 柳田伸太郎 (理学部 A館 441号室)

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2020WC3.html

問題 1. z を複素変数とし, f(z)をその複素関数とする.

(1) z の実部と虚部への分解を z = x + iy とし, また f(z) の極座標表示を f(z) = R(x, y)
(
cosφ(x, y) +

i sinφ(x, y)
) とする. f(z)の z に関する Cauchy-Riemann方程式は次のように書けることを示せ.

∂R

∂x
= R

∂φ

∂y
,

∂R

∂y
= −R

∂φ

∂x
.

(2) f(z)が正則かつ |f(z)|が定数の時, f(z)も定数であることを示せ.

解答. 偏微分を Rx := ∂R
∂x のように略記する.

(1) f = u+ iv と書くと u = R cosφ, v = R sinφであり, 微分の連鎖律から
ux = uRRx + uφφx = cosφ ·Rx −R sinφ · φx, uy = uRRy + uφφy = cosφ ·Ry −R sinφ · φy,

vx = vRRx + vφφx = sinφ ·Rx +R cosφ · φx, vy = vRRy + vφφy = sinφ ·Ry +R cosφ · φy.

従って Cauchy-Riemann方程式 ux = vy, uy = −vx はそれぞれ
cosφ ·Rx −R sinφ · φx = sinφ ·Ry +R cosφ · φy, (a)

cosφ ·Ry −R sinφ · φy = − sinφ ·Rx −R cosφ · φx (b)

と書ける. (a)× cosφ+ (b)× sinφ及び (a)× sinφ− (b)× cosφから結論を得る.

(2) 極座標表示 f = R(cosφ+ i sinφ)で Rが定数だから Rx = Ry = 0. すると (1)より φx = φy = 0と
なり, φも定数. 従って f は定数である.

コメント. (1)を 20点, (2)を 10点として, 計 30点満点で採点しました. 平均点は 20.3点でした.

(2)の示し方は色々あって, 例えば整関数に関する Liouvilleの定理を使っても示せます.

問題 2. aを整数ではない実数とする. 複素関数 f(z) :=
cot z

z − a
の全ての孤立特異点を求め, さらに極に対し

てはその位数と留数を求めよ.

解答. cot z = 1
tan z = cos z

sin z より
(1) a /∈ Zπ/2の場合, z = aと z = nπ (n ∈ Z) が極. 全て位数は 1で, 留数は

Res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z) = lim
z→a

cot z = cot a,

Res
z=nπ

f(z) = lim
z→nπ

(z − nπ)f(z) = lim
z→nπ

cos z

z − a

z − nπ

sin z
=

cosnπ

nπ − a
· 1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=nπ

=
cosnπ

nπ − a

1

cosnπ
=

1

nπ − a
.

(2) a ∈ (Zπ/2) \ (Zπ), つまり π の半整数倍の場合, z = aは除去可能特異点で, z = nπ (n ∈ Z) が極. 位
数は全て 1で, 留数は (1)と同様の計算で Resz=nπ f(z) = (nπ − a)−1.

(3) a ∈ Zπ \ Z = Zπ \ {0}, つまり π の整数倍であって 0 ではない場合, a = mπ と書くと f(z) の極は
z = nπ (n ∈ Z). 位数は n ̸= mなら 1, n = mなら 2で, 留数は

Res
z=nπ

f(z) = (1)と同様の計算 =
1

nπ −mπ
,



2020/12/03 現代数学基礎 CIII 中間試験解答 2/2

Res
z=mπ

f(z) = lim
z→mπ

d

dz

(
(z −mπ)2f(z)

)
= lim

z→mπ

d

dz

(
(z −mπ) cot z

)
= lim

z→mπ

(
cot z − z −mπ

sin2 z

)
= lim

z→mπ

sin z cos z − (z −mπ)

sin2 z

(∗)
= lim

z→mπ

(cos2 z − sin2 z)− 1

2 sin z cos z

= lim
z→mπ

cos 2z − 1

sin 2z

(∗)
= lim

z→mπ
− 2 sin 2z

2 cos 2z
= 0.

但し ∗はロピタルの定理を用いた.

コメント. (1)を 15点, (2)を 5点, (3)を 10点として, 計 30点満点で採点しました. 平均点は 14.7点でした.

問題 3. bを正の実数とする. 半径Rの上半円 C と線分 [−R,R]からなる積分路上での複素積分
∫

z2

z4 + b4
dz

を利用して, 次の実積分を求めよ. ∫ ∞

−∞

x2

x4 + b4
dx.

解答. f(z) := z2

z4+b4 と書くと, f は積分路上とその内部から極を除いた所で正則だから, 留数定理が使える.

R が十分大きければ, 積分路の内部にある f の極は α :=

beπi/4 と β := be3πi/4 で, それぞれ 1 位である (右図を参
照). 従って留数定理より∫
C

f(z)dz +

∫ R

−R

f(z)dz = 2πi
(
Res
z=α

f(z) + Res
z=β

f(z)
)
.

z = αでの留数は, ロピタルの定理を使うと O R−R

C

Re

Im

αβ

Res
z=α

f(z) = lim
z→α

(z − α)z2

z4 + b4
=

(
(z − α)z2

)′
(z4 + b4)′

∣∣∣∣∣
z=α

=
z2

4z3

∣∣∣∣
z=α

=
1

4α
=

e−πi/4

4b

と計算できる. 同様に Resz=β f(z) = e−3πi/4/(4b). ここで半円 C での積分は, Rが十分大きければ∣∣∣∣∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ℓ(C) · sup
z∈C

|f(z)| = πR · sup
z∈C

R2

|z4 + b4|
= πR · R2

R4 − b4

と評価できるので, R → ∞で ∫
C
f(z)dz → 0. 従って求めたい積分 I は

I = lim
R→∞

(∫
C

f(z)dz +

∫ R

−R

f(z)dz
)

= 2π
(e−πi/4

4b
+

e−3πi/4

4b

)
=

π√
2b

.

コメント. 留数定理を使うところまでを 5点, 留数の計算を 15点,
∫
C
の評価を 10点, 残りを 10点として, 計

40点満点で計算しました. 平均点は 25.5点でした.

全体のコメント
計 100点で採点しました. 平均点は 20.3 + 14.7 + 25.5 = 60.5点でした.

得点分布は次の通りです.

得点 –39 40–74 75–89 90–

人数 16 12 22 8

得点が 40点未満の人には追加レポートを出します. NUCTで確認して下さい.


