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レポート問題 7. 右下図の積分路 C(R)上の複素積分の Rについての極限を考えることで, 次の実積分に関す
る等式を示せ. 但し n ∈ Nとする. ∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)n+1
= π

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

解答. Rが十分大きければ, f(z) := (1 + z2)−(n+1) の C(R)の内部での極は z = iのみで位数は n+ 1. よっ
て留数定理から

∫
C

f(z) dz = 2πiRes
z=i

f(z) =
2πi

n!

( dn

dzn
(z − i)n+1

(z2 + 1)n+1

)∣∣∣∣
z=i

= 2πi · (−1)n
(
2n

n

)
(2i)−2n−1 = π

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

0

C(R)

R−R

i

一方, 上半円周部分を Aと書くと
∫
C

f(z) dz =

∫ R

−R

f(z) dz +

∫
A

f(z) dz で,

∣∣∣∣∫
A

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ πR · sup
z∈A

|f(z)| = πR · 1

infz∈A |z2 + 1|
=

πR

R2 − 1
(♯)

により R → ∞で ∫
A
f(z) dz → 0が分かる. 以上から結論が得られる.

コメント. 留数計算を 2点, A上の積分の評価を 2点, 残りの部分を 1点満点で, 計 5点満点で採点しました.

平均点は 4.5点でした.

(♯) の評価で分母を R2 + 1にしている答案がいくつかありましたが, R2 + 1 = supz∈A

∣∣z2 + 1
∣∣なので, 上

からの評価には使えません.

レポート問題 8. 双曲余弦関数 cosh z := (ez + e−z)/2に関する次の実積分を, z = −R, R, R+ 2i, −R+ 2i

を頂点にもつ長方形の辺上での f(z) := e−2πizξ/ cosh(πz)の複素積分を用いて計算せよ. 但し ξ ∈ Rとする.∫ ∞

−∞

e−2πixξ

cosh(πx)
dx.

解答. 求める積分を I :=
∫∞
−∞ f(z) dz, f(z) := e−2πizξ/ cosh(πz)と書く. 積分路を C と書くと∫

C

f(z) dz =

∫ R

−R

f(z) dz +

∫ R+2i

R

f(z) dz

+

∫ −R+2i

R+2i

f(z) dz +

∫ −R

−R+2i

f(z) dz. 0

C

R−R

2i

i/2

3i/2

C の内部にある f(z)の極は eπz + e−πz = 0の解, つまり α := i/2と β := 3i/2. どちらも 1位の極で, z = α

での留数は

Res
z=α

f(z) = lim
z→α

(z − α)f(z) = lim
z→α

e−2πizξ 2(z − α)

eπz + e−πz
= lim

z→α
2e−2πizξeπz

(z − α)

e2πz + 1

= lim
z→α

2e−2πizξeπz
(z − α)

e2πz − e2πα
= 2e−2πiαξeπα

1

(e2πz)′

∣∣∣∣
z=α

= 2e−2πiαξeπα
1

2πe2πα
=

eπξ

πi
.



同様に z = β での留数は −e3πξ/(πi). よって留数定理から∫
C

f(z) dz = 2πi
(
Res
z=α

f(z) + Res
z=β

f(z)
)

= 2πi

(
eπξ

πi
− e3πξ

πi

)
.

R → ∞ で ∫ R+2i

R
および ∫ −R

−R+2i
の部分は 0 に収束する. 実際, R が十分大きければ, [R,R + 2i] 上では∣∣e−2πizξ

∣∣ ≤ e4π|ξ| 及び

|coshπz| = 1

2

∣∣eπz + e−πz
∣∣ ≥ 1

2

∣∣|eπz| − ∣∣e−πz
∣∣∣∣ ≥ 1

2

(
eπR − e−πR

)
≥ 1

4
eπR

から ∣∣∣∣∣
∫ R+2i

R

f(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2 sup
z∈[R,R+2i]

|f(z)| ≤ 4e4π|ξ|

eπR

となって, R → ∞ で 0 に収束することが分かる. [−R,−R + 2i] 上でも同様の議論が成立する. また∫ −R+2i

R+2i
f(z) dz = −e4πξ

∫ R

−R
f(z) dz. 従って

I − e4πξI = −2e2πξ(eπξ − e−πξ)

となるので,

I =
2e2πξ(eπξ − e−πξ)

e4πξ − 1
=

1

cosh(πξ)
.

コメント. 留数計算を 2点, 積分の評価を 2点, 残りの部分を 1点満点で, 計 5点満点で採点しました. 平均点
は 3.0点でした.


