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11 ゼータ関数

11.2 テータ関数と関数等式

ここではテータ関数 ϑ(t) :=
∑∞

n=−∞ e−πn2t が満たす, 次の関数等式を証明する.

ϑ(t) = t−1/2ϑ(1/t)

定義. 実数の集合 Rを含む開集合上で定義されている複素数値関数 f に対し, その Fourier変換 f̂ を (意味

があれば) 次の積分によって定義する.

f̂(ξ) :=

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ dx.

定義. a ∈ R>0 に対し, 次の二条件を満たす関数 f の集合を Fa と書く.

• f は水平帯 Sa := {z ∈ C | |Im(a)| < a}上の正則関数である.

• 定数 A ∈ R>0 が存在して, 任意の z = x+ iy ∈ Sa に対し f(z) ≤ A/(1 + x2).

また F := ∪a∈R>0
Fa と定める.

問題 11.1 ([SS, Chap. 4 Theorem 2.1]). a ∈ R>0 かつ f ∈ Fa ならば, 0 ≤ b < aなる任意の実数 bに対し

ある定数 B ∈ R>0 が存在して, ξ ∈ Rに対して

|f(ξ)| ≤ Be−2πb|ξ|

が成立する. このことを以下の手順で示せ.

(1) b = 0の場合を (実積分のみを用いて) 示せ.

(2) 0 < b < aかつ ξ > 0の場合を, 図 11.1 のような積分路 C での複素積分
∫
C
f(z)e−2πizξ dz を考えるこ

とで示せ.

(3) 0 < b < aかつ ξ < 0の場合を示せ.

0 R−R

R− ib−R− ib

C

図 11.1 問題 11.1 (2) の積分路 C

問題 11.2 (Poisson和公式 [SS, Chap. 4 Theorem 2.3]). 任意の f ∈ Fに対して

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)
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が成立することを, 次の手順で示せ.

(1) f ∈ Fa と仮定し, 0 < b < aなる実数 bを固定する. N を正の整数として, 図 11.2 のような積分路 CN

上で f(z)/(e2πiz − 1)を積分することにより, 次の等式を示せ.

N∑
n=−N

f(n) =

∫
CN

f(z)

e2πiz − 1
dz.

(2) L1 := (−∞− ib,∞− ib), L2 := (−∞+ ib,∞+ ib)とする. 次の等式を示せ.

∞∑
n=−∞

f(n) =

∫
L1

f(z)

e2πiz − 1
dz −

∫
L2

f(z)

e2πiz − 1
dz.

(3) L1 上で 1/(e2πiz − 1) =
∑∞

n=1 e
−2πinz, L2 上で 1/(e2πiz − 1) = −

∑∞
n=0 e

−2πinz となることに注意

して, 結論の等式を示せ.
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図 11.2 問題 11.2 (1) の積分路 C

問題 11.3. f(x) = e−πx2

とする.

(1) f ∈ Fを示せ.

(2) f̂(ξ) = e−πξ2 となること, つまり f は Fourier変換で不変であることを示せ.

(3) Poisson和公式 (問題 11.2) から等式 ϑ(t) = t−1/2ϑ(1/t)を示せ.

レポート問題

レポート問題 11.1 (Fourier逆変換 [SS, Chap. 4 Theorem 2.2]). f ∈ Fと x ∈ Rに対し次の等式が成立す
ることを示せ.

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξ dξ.
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以上です.


