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11 ゼータ関数

11.2 テータ関数と関数等式

問題 11.1. (1) f̂ が有界であることを示せばよいが,∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞
|f(x)| dx ≤ A

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= 2A

(∫ 1

0

+

∫ ∞

1

dx

1 + x2

)
≤ 2A(1 + 1) = 4A

となって示せた.

(2) 積分路 C の左側の辺について,∣∣∣∣∣
∫ −R

−R−ib

f(z)e−2πizξ dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

0

∣∣∣f(−R− it)e−2πi(−R−it)ξ
∣∣∣ dt ≤

∫ b

0

A

R2
e−2πtξ dt ≤ Ab

R2

より R → ∞ で 0 に収束する. 右側の辺についても同様. 一方 C 上とその内部に f の極はないから,

Cauchyの積分定理より
∫
C
f(z) dz = 0. よって R → ∞として f̂(ξ) =

∫∞
−∞ f(x− ib)e−2πi(x−ib)ξ dx.

これから ∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞

A

(1 + x2)2
e−2πbξ dx ≤ 4Ae−2πbξ.

(3) (2)の積分路の代わりに −R,R,R+ ib,−R+ ibを頂点とする四角形の周を積分路として, (2)と同様の

議論をすればよい.

問題 11.2. (1) C の内部の f(z)/(e2πiz − 1)の極は z = n (n ∈ Z, |n| ≤ N)で留数は全て 1/(2πi). 留数

定理から結論が従う.

(2) (1)で R → ∞として, 積分路の右側の辺および左側の辺での積分が 0になることを示せばよい.

(3) (2)と注意により
∑∞

n=−∞ f(n) =
∑∞

n=1 f̂(n) +
∑∞

n=0 f̂(−n) =
∑∞

n=−∞ f̂(n).

問題 11.3. (1) eπx
2 ≥ 1 + x2 より f ∈ F1 ⊂ F.

(2) Gauss積分より f̂(0) = 1. また

(f̂)′(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x) · (−2πix)e−2πiξ dx = if̂ ′(ξ) = i · (2πiξ)f̂(ξ)

より (f̂)′(ξ) = −2πiξf̂(ξ). よって f̂(ξ) = e−πξ2 .

(3) 略.

以上です.
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