
現代数学基礎 CIII 12月 19日分講義ノート 1/4

現代数学基礎 CIII 12月 19日分講義ノート*1

担当: 柳田伸太郎 (理学部 A館 441号室)

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2019WC3.html

11 ゼータ関数

今回の内容は [SS, Chapter 6 §2, Chapter 7 §1] に基づいてゼータ関数を扱う.

11.1 関数等式と解析接続

定義. s ∈ R>1 に対し Riemannのゼータ関数 ζ(s) を次の級数で定義する.

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
.

命題 11.1. 級数 ζ(s)は領域 Re(s) > 1で収束し, この領域で正則関数を定める.

証明. s = σ+iτ と実部と虚部に分ければ |n−s| = n−σ. 仮定より σ > 1+δなる δ > 0が取れて
∑∞

n=1 n
−1−δ

は収束するから, 級数 ζ(s)は Re(s) > 1 + δ で一様収束する. 従って Re(s) > 1で正則関数を定める.

この副節の目的は ζ(s)の解析接続である.

定理 11.2. ζ(s)は C上の有理型関数に解析接続され, その極は s = 1のみにあり, 単純極である.

ζ(s)の解析接続の方法は数通りあるが, ここでは次の関数等式を用いる方法を紹介する.

定理 11.3 (Riemannゼータ関数の関数等式).

ξ(s) := π−s/2Γ(s/2)ζ(s)

は Re(s) > 1で正則であり, C上の有理型関数に解析接続される. 解析接続されたものは s = 0と s = 1に 1

位の極を持ち, さらに任意の s ∈ Cに対し次の関数等式を満たす.

ξ(s) = ξ(1− s).

ζ(s)で言い換えると

ζ(s) = πs−1/2Γ((1− s)/2)

Γ(s/2)
ζ(1− s).

関数等式の証明は次の副節に回して, 先に定理 11.2を証明する.

定理 11.2 の証明. ξ(s)を用いて

ζ(s) = πs/2 ξ(s)

Γ(s/2)

となるので, これが ζ(s)の解析接続を与える. §9の結果より, 1/Γ(s/2)は整関数で s = 0,−2,−4, . . .のみに

単純零点を持つ. よって ξ(s)の 1位の極 s = 0は 1/Γ(s/2)の零点と打ち消しあい, s = 1のみが残る. つま

り ζ(s)は s = 1のみに極を持つ.

*1 2019/12/19, ver. 0.2.
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11.2 テータ関数と関数等式の証明

ゼータ関数の関数等式 (定理 11.3) の証明の準備として

定義. 実変数 tに対するテータ関数 ϑ(t)を次で定義する.

ϑ(t) :=

∞∑
n=−∞

e−πn2t.

一様収束するので ϑ(t)が意味を持つことに注意する.

テータ関数は次の関数等式を満たす.

命題 11.4. t ̸= 0の時
ϑ(t) = t−1/2ϑ(1/t).

この命題は Fourier変換を使って証明できる. 演習問題を参照せよ.

命題 11.4 から次の補題の (1)が従う.

補題 11.5. (1) ある C ∈ R>0 が存在して, t→ 0のとき ϑ(t) ≤ Ct−1/2.

(2) ある C ′ ∈ R>0 が存在して, t ≥ 1なら ϑ(t) ≤ C ′e−πt.

証明. (2)は t ≥ 1で
∑

n≥1 e
−πn2t ≤

∑
n≥1 e

−πnt ≤ C ′e−πt と評価できることから従う.

命題 11.4 と次の主張がゼータ関数の関数等式の証明の鍵になる.

定理 11.6. ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s)について, Re(s) > 1なら

ξ(s) =
1

2

∫ ∞

0

us/2−1 (ϑ(u)− 1) du.

この定理を一度認めて, 先に関数等式の証明を行おう.

定理 11.3 の証明. ψ(u) := (ϑ(u)− 1)/2とする. 命題 11.4 より

ψ(u) = u−1/2ψ(1/u) +
1

2u1/2
− 1

2
.

Re(s) > 1と仮定して, 定理 11.6 とこの関数等式を用いると

ξ(s) =

∫ ∞

0

us/2−1ψ(u) du

=

∫ 1

0

us/2−1ψ(u) du+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u) du

=

∫ 1

0

us/2−1

(
u−1/2ψ(1/u) +

1

2u1/2
− 1

2

)
du+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u) du

=
1

s− 1
− 1

s
+

∫ ∞

1

(
u−s/2−1/2 + us/2−1

)
ψ(u) du.

補題 11.5 より ψ(u) は u → ∞ で指数関数的に減衰するので, 右辺の積分は整関数を定める. これで ξ(s)

が s = 0 と s = 1 にのみ 1 位の極を持つ有理型関数に解析接続されることが分かった. またこの表示で

s 7−→ 1− sとしても変わらないので ξ(1− s) = ξ(s)である.

さて定理 11.6の証明をしよう. 補題を一つ用意する.
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補題 11.7. n ∈ Z>0, Re(s) > 1なら∫ ∞

0

e−πn2uus/2−1 du = π−s/2Γ(s/2)n−s.

証明. u = t/(πn2)と変数変換すると左辺の積分は

(πn2)−s/2

∫ ∞

0

e−tts/2−1 dt

となって, ガンマ関数の定義より結論を得る.

定理 11.6 の証明. 右辺から計算する. ϑ(u)の定義より

ϑ(u)− 1

2
=

∞∑
n=1

e−πn2u.

補題 11.5 より積分の順序交換ができて, 更に補題 11.7 を使うと

1

2

∫ ∞

0

us/2−1 (ϑ(u)− 1) du =

∞∑
n=1

∫ ∞

0

us/2−1e−πn2u = π−s/2Γ(s/2)

∞∑
n=1

n−s

となって左辺と一致する.

11.3 無限積表示

ゼータ関数 ζ(s)は次の無限積表示を持つ. s ∈ Z>0 の場合は Eulerが考察したものなので, 一般の s ∈ Cの
場合でも Eulerの無限積公式と呼ばれる.

定理 11.8. Re(s) > 1において

ζ(s) =
∏
p

1

1− p−s
.

但し積の pは全ての素数を走る.

証明は素因数分解の一意性を使ってできる. 詳細は演習問題とする.

Eulerの無限積公式から, 特に Re(s) > 1で ζ(s)は零点を持たないことが分かる. ζ(s)の零点集合について

は, 関数等式から次の主張が導出できる.

定理 11.9. 0 ≤ Re(s) ≤ 1の補集合にある ζ(s)の零点は s = −2,−4,−6, . . .である.

証明. ゼータ関数の関数等式

ζ(s) = πs−1/2Γ((1− s)/2)

Γ(s/2)
ζ(1− s)

の右辺を考えると, Re(s) < 0の場合

• ζ(1− s)は Re(1− s) > 1より零点を持たない.

• Γ((1− s)/2)も Re(1− s) > 1より零点を持たない.

• 1/Γ(s/2)は s = −2,−4,−6, . . .に単純零点を持つ.

Re(s) > 0の場合と合わせて結論を得る.
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もう少し考察を進めると, 次の主張が証明できる.

事実 11.10 ([SS, Chapter 7, Theorem 1.2]). Re(s) = 1上に ζ(s)の零点は存在しない.

ゼータ関数は素数の深い性質を反映する関数である. それは Eulerの無限積公式 (定理 ??) だけからでも推

測できる. 幾つかの有名な事項を述べておくと

• 素数定理, つまり素数分布を表す関数 π(x) := #{x以下の素数 }の漸近挙動が

π(x) ≈ x

log x
(x→ ∞)

となることと事実 11.10は同値である. [SS, Chapter 7 §2]を参照せよ.

• Riemann予想: ゼータ関数 ζ(s)の 0 < Re(s) < 1におけるの零点は Re(s) = 1/2上にのみ存在する.
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