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10 ガンマ関数

10.1 積分表示と解析接続

問題 10.1. 講義ノートの命題 10.1.1で用いた次の主張を示せ: M を正の実数とする. ある正の実数 C が存

在して, 任意の t > 1に対し et/2/tM−1 ≥ C となる.

問題 10.2. 講義ノートの補題 10.1.2を証明せよ: s ∈ Hr := {s ∈ C | Re(s) > 0}に対して Γ(s+1) = sΓ(s).

10.2 無限積表示

問題 10.3. Eulerの定数 γ := limN→∞
(∑N

n=1
1
N − logN

)
が収束することを示せ.

問題 10.4. この問題では講義ノートの事実 9.3.2 の後半の評価式を導出する:∣∣∣∣ 1

Γ(s)

∣∣∣∣ ≤ c1e
c2(|s|+1) log(|s|+1).

(1) Γ(s)の積分による定義を

Γ(s) =

∫ 1

0

e−tts−1 dt+

∫ ∞

1

e−tts−1 dt

と分けて書く. これから次の等式を導け.

Γ(s) =

∞∑
n=0

(−1)n

n! (n+ s)
+

∫ ∞

1

e−tts−1 dt.

(2) σ := Re(s)として, 次の不等式が成立することを示せ.∣∣∣∣∫ ∞

1

e−tt−s dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

1

e−tt|σ| dt ≤ e(|σ|+1) log(|σ|+1).

(3) ガンマ関数の関数等式 Γ(s)Γ(1− s) = π−1 sinπsと (1)から

1

Γ(s)
=

( ∞∑
n=0

(−1)n

n! (n+ 1− s)

)
sinπs

π
+

(∫ ∞

1

e−tt−s dt

)
sinπs

π

となる. この右辺の第二項の絶対値が c1e
c2(|s|+1) log(|s|+1) という形の式で上から抑えられることを

示せ.

(4) 次に (3)の右辺の第一項を評価したい. まず |Im(s)| > 1の場合, 次のように評価できることを示せ.∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−1)n

n! (n+ 1− s)

sinπs

π

∣∣∣∣∣ ≤ ceπ|s|.
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(5) |Im(s)| ≤ 1の場合, k − 1/2 ≤ Re(s) < k + 1/2となる k ∈ Zを選ぶ. k ≥ 1の時は, 更に

(−1)k−1 sinπs

πk! (k + 1− s)
+
∑

n ̸=k−1

(−1)n
sinπs

πn! (n+ 1− s)

と (3)の右辺第一項を分けて, この二項がともに有界であることを示せ.

(6) 残る |Im(s)| ≤ 1かつ k < 1の場合,
∑∞

n=0
(−1)n

n! (n+1−s) が有界であることを示せ.

10.3 その他の問題

問題 10.5. 次の実積分を複素積分を用いて計算せよ. 但し a, b ∈ Rかつ 0 < b < aとする.

(1)

∫ π

0

dθ

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
. (2)

∫ ∞

0

√
x

x2 + a2
dx. (3)

∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx.

問題 10.6 ([SS, Chapter 3 Example 3]). 双曲余弦関数 cosh z := (ez + e−z)/2 に関する次の実積分を,

z = −R, R, R+ 2i, −R+ 2iを頂点にもつ長方形の辺上での f(z) := e−2πizξ/ cosh(πz)の複素積分を用いて

計算せよ. 但し ξ ∈ Rとする. ∫ ∞

−∞

e−2πixξ

cosh(πx)
dx.

レポート問題

レポート問題 10.1. 文字 aと非負整数 nに対し

(a)n :=

{
1 (n = 0)

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) (n ≥ 1)

と書く. α, β, γ ∈ C, γ ̸= 0,−1,−2, . . .に対しGaussの超幾何級数 F (z) = F (z;α, β; γ)を次で定める.

F (z) :=

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n(1)n

zn

(1) F (z)の収束半径を求めよ.

(2) α, β, γ ∈ R>0 及び z が (1)で求めた収束領域にある場合に次の等式を示せ.

F (z) =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

∫ 1

0

tβ−1(1− t)γ−β−1(1− zt)−α dt.

(3) F (z)が C \ [1,∞)上に解析接続されることを示せ.
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