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10 ガンマ関数

10.1 積分表示と解析接続

問題 10.1. nを n− 1 < M ≤ nとなる整数とする. n ≥ 1に注意する. t > 1なら et/2 =
∑

k≥0(t/2)
k/k! ≥

(t/2)n/n!かつ tM−1 ≤ tn なので, et/2/tM−1 ≥ (t/2)n/(n!tn) = 1/(2nn!). よって C := 1/(2nn!)とすれば

良い.

問題 10.2. 命題 9.1.1 の証明で用いた Fε(s) :=
∫ 1/ε

ε
e−tts−1dtを使うと, 部分積分で

Fε(s+ 1) = −
∫ 1/ε

ε

d

dt
(e−tts) + sFε(s).

e−tts は t → 0及び t → ∞で 0に収束するので, 漸化式 Γ(s+ 1) = sΓ(s)を得る.

10.2 無限積表示

問題 10.3. logN の積分表示を用いて

N∑
n=1

1

n
− logN =

N∑
n=1

1

n
−
∫ N

1

1

x
dx =

N−1∑
n=1

∫ n+1

n

(
1

n
− 1

x

)
dx+

1

N

となる. x ∈ [n, n+ 1]として, 平均値の定理を f(x) := 1/xと区間 [n, x]に使うと, ある y ∈ [n, x]があって∣∣∣∣ 1n − 1

x

∣∣∣∣ =
|x− n|
y2

≤ 1

n2

となる. よって
N∑

n=1

1

n
− logN ≤

N−1∑
n=1

1

n2
+

1

N
.

この右辺は収束するので, 極限値 γ も存在する.

問題 10.4. (1) 冪級数展開して項別積分すればよい.

(2) 後半だけ示す. σ が正と仮定して構わない. n− 1 < σ ≤ nなる n ∈ Z>0 を取ると∫ ∞

1

e−ttσ dt ≤
∫ ∞

1

e−ttn dt = n! ≤ nn = en logn ≤ e(σ+1) log(σ+1)

*1 2019/07/08, ver. 0.1.
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(3) まず積分の部分について, |t−s| =
∣∣e−s log t

∣∣ = ∣∣e−(Re(s)+i Im(s)) log t
∣∣ = ∣∣e−Re(s) log t

∣∣ = ∣∣t−Re(s)
∣∣より∣∣∣∣∫ ∞

1

e−tt−s dt

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

1

e−tt|σ| dt ≤ e(|σ|+1) log(|σ|+1) ≤ e(|s|+1) log(|s|+1).

但し第二の不等号では (1)を用いた. 次に sin z = (eiz − e−iz)/(2i)より |sinπs| ≤ eπ|s|. よって∣∣∣∣(∫ ∞

1

e−tt−s dt

)
sinπs

π

∣∣∣∣ ≤ 1

π
e(|s|+1) log(|s|+1)eπ|s|.

ζ := |s| として, ζ > 0 で ζ ≤ (ζ + 1) log(ζ + 1) となることに注意すると (ζ + 1) log(ζ + 1) + πζ ≤
(π + 1)(ζ + 1) log(ζ + 1). 以上より∣∣∣∣(∫ ∞

1

e−tt−s dt

)
sinπs

π

∣∣∣∣ ≤ 1

π
e(π+1)(|s|+1) log(|s|+1) ≤ e(π+1)|s| log(|s|+1).

(4) |Im(s)| > 1より各 n ∈ Nに対して |n+ 1− s| > 1. また (3)の議論で示したように |sin(πs)| ≤ eπ|s|.

よって ∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

(−1)n

n! (n+ 1− s)

sinπs

π

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n≥0

eπ|s|

n!
= e · eπ|s|.

(5) 一項目について, (複素数値関数の)平均値の定理から 0 ≤ t ≤ 1が存在して

sinπs

k + 1− s
= − sinπs− sinπ(k + 1)

(s− (k + 1))
= −π cosπt(s− (k + 1))

1
.

よって ∣∣∣∣(−1)k−1 sinπs

πk! (k + 1− s)

∣∣∣∣ ≤ 1

k!
≤ 1.

二項目については (4)と同様の評価ができて, 更に今の場合 eπ|s| ≤ eπ(k+2) となるので, やはり有界で

ある.

(6) Re(s) < 1/2なので, n ∈ Z>1 なら |n+ 1− s| < 1. よって∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−1)n

n! (n+ 1− s)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|1− s|
+

1

|2− s|
+

∑
n≥2

1

n!
≤ 2 +

3

2
+ (e− 1− 1) = e+

3

2
.

10.3 その他の問題

問題 10.5. (1) 倍角公式から

I :=

∫ π

0

dθ

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
=

∫ 2π

0

dφ

(a2 + b2) + (a2 − b2) cosφ
.

そこで

J(p) :=

∫ 2π

0

dφ

1 + p cosφ

を考える. 求めたい I は p = (a2 − b2)/(a2 + b2)の場合で, その時は 0 < p < 1となることに注意す

る. 積分 J(p)は, z = eiφ と変数変換すれば

J(p) =

∫
|z|=1

dz/iz

1 + p(z + z−1)/2
=

∫
|z|=1

2dz

ip(z2 + 2p−1z + 1)
.
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α± := (−1±
√
(1− p2))/pとすると, 単位円内の極は α+ のみで,

J(p) = 2πiRes
z=α

2

ip(z − α+)(z − α−)
=

4πi

ip(α+ − α−)
=

2π√
1− p2

.

従って

I =
1

a2 + b2
J
(a2 − b2

a2 + b2

)
=

1

a2 + b2
2π

1− (a2 − b2)2/(a2 + b2)2
=

π

ab
.

(2) y =
√
xと変数変換すると

I :=

∫ ∞

0

√
x

x2 + a2
dx =

∫ ∞

0

2y2

y4 + a2
dy =

∫ ∞

−∞

y2

y4 + a2
dy.

問題 8.3 (1) と同様に, 原点中心で半径 R の円周の上半分と [−R,R] からなる積分路での f(z) :=

z2/(z4 + a2) の積分を考えて, R → ∞ で I が求まる. 積分路内の極は α1 = a1/2eiπ/4 と α2 =

a1/2ei3π/4 なので,

I = 2πi
(
Res
z=α1

f(z) + Res
z=α2

f(z)
)

= 2πi
( 1

4α1
+

1

4α2

)
=

π√
2a

.

(3) sin2 x = (1− cos 2x)/2より

I :=

∫
C

1− e2iz

2z2
dz

を, 問題 4.2 と同じ積分路 C, つまり半径 Rと rの二つの半円と実軸からなる積分路で考える. R → ∞
と r → 0で求めたい積分が手に入る. 計算は問題 4.2と全く同じで, 結果は Re(I) = Re(π/2) = π/2.

問題 10.6. 求める積分を I :=
∫∞
−∞ f(z) dz と書く. 積分路を C と書くと

∫
C

f(z) dz =

∫ R

−R

f(z) dz +

∫ R+2i

R

f(z) dz +

∫ −R+2i

R+2i

f(z) dz +

∫ −R

−R+2i

f(z) dz.

f(z) := e−2πizξ/ cosh(πz)の C の内部の極は eπz − e−πz = 0の解, つまり α := i/2と β := 3i/2. よって∫
C

f(z) dz = 2πi
(
Res
z=α

f(z) + Res
z=β

f(z)
)

= 2πi

(
e−2πiαξ

π sinh(πα)
+

e−2πiβξ

π sinh(πβ)

)
= 2πi

(
eπξ

πi
− e3πξ

πi

)
.

一方で R → ∞ で
∫ R+2i

R
および

∫ −R

−R+2i
の部分は 0 に収束することが示せる. また

∫ −R+2i

R+2i
f(z) dz =

−e4πξ
∫ R

−R
f(z) dz. 以上より

I − e4πξI = −2e2πξ(eπξ − e−πξ).

これから I = 1/ cosh(πξ)を得る.

以上です.


