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10 関数の表示

10.1 有理型関数の部分分数分解

以下の問題 10.1と問題 10.2 で Riemannゼータ関数

ζ(s) :=

∞∑
n=1

n−s

の偶数 s = 2k での値を求める.

問題 10.1. Bernoulli数 Bn とその母関数 (演習問題 6.3)

z

ez − 1
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1Bn

(2n!)
z2n, B1 =

1

6
, B2 =

1

30
, B3 =

1

42
, B4 =

1

30
, B5 =

5

66
, · · ·

から次の等式を導け.

z cot z = 1−
∞∑

n=1

22nBn

(2n)!
z2n.

問題 10.2. cot zの部分分数展開 cot z = z−1+
∑∞

n=1 2z/(z
2−n2π2) (講義ノートの命題 9.1.2)とWeierstrass

の二重級数定理 (演習問題 6.7) から次の等式を導け.

z cot z = 1− 2

∞∑
k=1

ζ(2k)

π2k
z2k.

これと前問 10.1 から次の等式が得られる.

ζ(2k) =
22k−1Bk

(2k)!
π2k.

特に k = 1, 2, 3, 4として

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
,

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

π6

9450
.

問題 10.3. 次の部分分数展開を示せ.

1

sin z
=

1

z
+

∞∑
n=1

(−1)n2z

z2 − n2π2
.

問題 10.4. 次の部分分数展開を示せ.

tan z =

∞∑
n=1

2z

(2n− 1)2(π/2)2 − z2
.

*1 2019/07/31版, ver. 0.1.
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10.2 整関数の無限積表示

問題 10.5. 任意の z ∈ Cに対し次の等式が成立することを示せ.

cos z =

∞∏
n=1

(
1− 4z2

(2n− 1)2π2

)
.

問題 10.6. 任意の z ∈ Cに対し次の等式が成立することを示せ.

ez − 1 = ez/2z

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4n2π2

)
.

10.3 Weierstrassの因数分解定理

問題 10.7. 講義ノートの補題 9.3.1 を証明せよ: k ∈ Zに対して

Ek(z) :=

{
1− z (k = 0)

(1− z)ez+z2/2+···+zk/k (k ≥ 1)

と定義すると, |z| ≤ 1/2ならば |1− Ek(z)| ≤ 2e |z|k+1
.

問題 10.8. 講義ノートの補題 9.3.3 を証明せよ: f が単連結領域 Ω上の正則関数であって零点を持たないも

のであれば, Ω上の正則関数 g であって f(z) = exp(g(z))となるものが存在する.

10.4 その他の問題

問題 10.9. n ∈ Nとする. 原点中心で上半平面内にある半円周と実軸の一部からなる積分路上の複素積分を

考えることで, 次の実積分を求めよ. ∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)n+1
= π

(2n− 1)!!

(2n)!!
.
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