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8 有理型関数

8.1 孤立特異点

問題 8.1 ([今吉, 例題 6.2]). 以下の関数の z = 0での特異点の種類を調べよ. 但し nは正の整数とする.

(1) (sin z)/z (2) (cos z)/(z − n) (3) exp(1/z2).

8.2 有理型関数

問題 8.2. 開集合 Ω ⊂ C上の有理型関数全体の集合K(Ω)は関数の四則演算 (加減乗除)で閉じている*2 こと

を示せ. つまり, 任意の f, g ∈ K(Ω) \ {0}に対して f + g, f − g, fg, f/gもまた有理型関数であることを示せ.

8.3 偏角の原理

問題 8.3 (代数学の基本定理の別証明 [今吉, 例題 5.4]). Liouvilleの定理の応用として定理 6.2.2 で次の代数

学の基本定理を証明した: 定数でない複素数係数多項式 P (z) = anz
n + · · ·+ a0 は複素数の根を持つ. 最大値

の原理 (定理 8.3.4) を関数 f := 1/P に適用することで, この主張の別証を与えよ.

8.4 その他の問題

問題 8.4. 留数定理を用いて以下の実積分の値を求めよ.

(1) aは正の実数として ∫ ∞

−∞

dx

x4 + a4
dx.

(2) nを正の整数として ∫ ∞

−∞

dx

(x4 + 1)n
dx.

問題 8.5. 留数定理を用いて次の実積分の値を求めよ. 但し a, bともに正の実数とする.

(1) ∫ ∞

−∞

cos bx

x2 + a2
dx.

(2) ∫ ∞

−∞

cos bx

x4 + x2 + 1
dx.

*1 2019/07/07版, ver. 0.1.
*2 代数学の言葉遣いを用いると, K(Ω)は体をなす, ということです.
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問題 8.6. 図 8.1 の積分路上での複素積分を用いて, 次の実積分の値を求めよ. 但し aは 0 < a < 1なる実数

とする. ∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx.
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図 8.1 問題 8.6の積分路

問題 8.7 (Fresnel*3積分). 図 8.2 の積分路上での複素積分を用いて, 次の実積分の値を求めよ.∫ ∞

0

cosx2dx,

∫ ∞

0

sinx2dx.
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図 8.2 問題 8.7の積分路

レポート問題

レポート問題 8.1. Riemann球面がコンパクト位相空間であることを示せ.
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以上です.

*3 カタカナだとフレネル.


