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6 正則関数の性質

6.1 Taylor展開

問題 6.1. (1) 部分分数分解して z+2
(z−2)z = 2

z−2 − 1
z = 2

(z−1)−1 − 1
(z−1)+1

= −2
∑∞

n=0(z − 1)n −
∑∞

n=0(−1)n(z − 1)n =
∑∞

n=0((−1)n+1 − 2)(z − 1)n.

(2) z−1 = ((z − 1) + 1)−1 =
∑

n≥0(−1)n(z − 1)n を微分して z−2 =
∑

n≥1 n(−1)n+1(z − 1)n−1.

(3) Taylor展開 cos z =
∑

n≥0 z
2n(−1)n/(2n)!, sin z =

∑
n≥0 z

2n+1(−1)n/(2n+ 1)!から

cos z = cos((z − π/4) + π/4) = (cos(z − π/4)− sin(z − π/4))/
√
2

=
(∑

n≥0
(−1)n

(2n)! (z − π/4)2n −
∑

n≥0
(−1)n

(2n+1)! (z − π/4)2n+1
)
/
√
2.

(4) tan−1 z = w ⇐⇒ iz = (eiw − e−iw)/(eiw + e−iw) ⇐⇒ w = (2i)−1 log(1 + iz)/(1 − iz) より

tan−1 z = 1
2i

(
log(1 + iz)− log(1− iz)

)
= 1

2i

∑
n≥0

(iz)n

n − 1
2i

∑
n≥0

(−iz)n

n =
∑

n≥0
(−1)n

2n+1 z
2n+1.

問題 6.2. (1) e−ζ2

=
∑

n≥0(−ζ2)n/n!は有界な ζ に関して絶対収束するから項別積分できて∫ z

0

e−ζ2

dζ =
∑
n≥0

∫ z

0

(−ζ2)n

n!
dζ =

∑
n≥0

(−1)n

n!(2n+ 1)
z2n+1.

(2) ζ−1 sin ζ =
∑

n≥0(−ζ2)n/(2n+ 1)!は有界な ζ に関して絶対収束するから項別積分できて∫ z

0

sin ζ

ζ
dζ =

∑
n≥0

∫ z

0

(−ζ2)n

(2n+ 1)!
dζ =

∑
n≥0

(−1)n

(2n+ 1)!(2n+ 1)
z2n+1.

(3) |z| < 1で
∑∞

n=0 z
n = (1− z)−1 なので

∑∞
n=0 z

n =
(
1− i/2− (z − i/2)

)−1
=

∑
n≥0

(z−i/2)n

(1−i/2)n+1 .

問題 6.3. cos z · sec z = 1より
(
1− z2

2! +
z4

4! −
z6

6! + · · ·
)(
E0 +

E1

2! + E2

4! + E3

6! + · · ·
)
= 1. 両辺の z2n の係

数を比較して E0 = 1, E1 −E0 = 0, E2 − 4!
2!2!E1 +E0 = 0, E3 − 6!

2!4!E2 +
6!
4!2!E1 −E0 = 0. E0 から順に決

めていくと E0 = 1, E1 = 1, E2 = 5, E3 = 61. En は Euler数と呼ばれることもある*2.

次に z cot z = iz(eiz + e−iz)/(eiz − e−iz) = iz + 2iz/(e2iz − 1) に注意して, w := 2iz として 2iz
e2iz−1 =

w
ew−1 = (

∑
n≥1 w

n−1/n!)−1. これを
∑

n≥0 bnw
n とおくと

(
b0 + b1w + b2w

2 + b3w
3 + b4w

4 + · · ·
)(
1 +

w/2! + w2/3! + w3/4! + w4/5! + · · ·
)
= 1. よって b0 = 1, b0/2! + b1 = 0, b0/3! + b1/2! + b2 = 0,

b0/4! + b1/3! + b2/2! + b3 = 0, b0/5! + b1/4! + b2/3! + b3/2! + b4 = 0. これらから b1 = −1/2, b2 = 1/12,

b3 = 0, b4 = −1/720となって B1 = 2! · b2 = 1/6, B2 = −4! · b4 = 1/30.

6.2 Liouvilleの定理

問題 6.4. 多項式 P (z)の次数に関する帰納法で示す. 次数が 1の場合は P (z) = a1z+a0 = a1(z−(−a0/a1))

となるので成立する. 次数が nまで成立したと仮定し, P (z)は次数 n+1の多項式だとする. 前半の議論から,

*1 2019/11/07, ver. 0.2.
*2 The On-line Encyclopedia of Integer Sequences (https://oeis.org) の A000364 (https://oeis.org/A000364) です.
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P (z)の根 wn+1 が存在する. 多項式の剰余の定理から P (z) = (z − wn+1)Q(z), Q(z)は n次の多項式, と因

数分解できる. Q(z)に帰納法の仮定を用いて n+ 1の時の主張が示せた.

6.3 解析接続

問題 6.5. ある共通の領域内で f = g となることを示せばよい.

(1) f は |z| < 1で f(z) =
∑∞

n=0(−1)nz2n = g(z)と展開できるので, 両者は解析接続の関係にある.

(2) g は |z + 1| < 1で正則. f の z = −1を中心とした展開は, −1/z = 1/(1− (1 + z)) =
∑

n≥0(z + 1)n

を微分して z−2 =
∑

n≥1 n(z + 1)n−1 = g(z)となるので, |z + 1| < 1で両者は一致する.

(3) f は |z| < 1で収束し, g は |z − 1| < 2で収束する. 前者の領域は後者に含まれる. この領域 |z| < 1に

おいて f(z) = log(1 + z) = g(z)なので両者は一致する.

問題 6.6. (1) |z| < 1では
∣∣z(n+1)!/zn!

∣∣ = |z|n+1 → 0 (n → ∞)なので, 級数は収束し, f は正則であるこ

とに注意する. 任意の有理数 p/q について z0 := exp(2πip/q)が特異点であることが示せれば, 有理数

の稠密性から |z| = 1上の任意の点の近傍に特異点が含まれることになり, 外部に解析接続できないこ

とが分かる.

q ∈ Z>1 として構わない. z = re2πip/q として r → 1− 0で z → z0 の極限を考える. 任意の n ∈ Z≥q

に対して zn! = rn! なので f(z) =
∑q−1

n=1 z
n! +

∑
n≥q r

n! となり, r → 1 で
∑

n≥q r
n! → ∞ から

f(z) → ∞となって, z0 が特異点であることが分かる.

(2) (1)と同様の議論で, |z| < 1では級数が正則なことが分かる. pを任意の整数, q を任意の正の整数とし

て, z0 := exp(iπp/2q)が特異点であることを示そう. p/2q という形の有理数はやはり稠密なので, (1)

と同じ議論で |z| > 1に解析接続できないことが分かる.

z = r exp(iπp/2q) として r → 1 − 0 の極限で z → z0 となる. 一方 z2
n

= r2
n

exp(2q−npπi) より

g(z) =
∑q

n=1 z
2n +

∑
n≥q+1 r

2n となり, r → 1で
∑

n≥q+1 r
2n → ∞から f(z) → ∞が従う.

6.6 正則関数列

問題 6.7. 定理 6.5.3 (Weierstrassの定理) より F は Dc(r)上の正則関数である. よって (1)が成立する. ま

た同定理より F は何度でも項別微分可能で, 項別微分した級数は収束する. すると正則関数の Taylor展開か

ら Ak = F (k)(c)/k! =
∑∞

n=0 f
(k)
n /k! =

∑∞
n=0 an,k となって (2)と (3)が成立する.

問題 6.8. D := D0(1) = {z ∈ C | |z| < 1}とし, z ∈ Dに対し fn(z) := zn/(1− zn)とする. F :=
∑∞

n=1 fn

が D の任意のコンパクト部分集合上で一様収束することを示そう. そのためには, 任意の 0 < r < 1なる実数

r に対し D0(r) ⊂ D で一様収束することを示せば十分. rN < 1/2なる正整数 N を取る. 任意の z ∈ D0(r)

に対し, n ≥ N なら |fn(z)| ≤ rn/(1− rN ) < 2rn なので
∣∣∣∑n≥N fn(z)

∣∣∣ < 2rN/(1− r). よって F は D0(r)

で絶対一様収束することが分かる.

ここで整数 an,k を, n が k を割り切れば 1, そうでなければ 0 と定める. すると fn(z) =
∑∞

m=1 z
nm =∑∞

k=0 an,kz
k. よってWeierstrassの二重級数定理より F (z) =

∑∞
k=0 Akz

k, Ak =
∑∞

n=1 an,k = τ(k).

以上です.


