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5 Cauchyの積分定理 2

5.1 ホモトピーと単連結領域

問題 5.1. 弧状連結なので連結である. 開集合であることは仮定に含まれているので, これで領域であるこ

とが示せた. 次に単連結であることを示す. S の二点 p, q を結ぶ曲線 γ とそれらを結ぶ線分 I がホモトピー

同値であることを示せば十分. 前者のパラメータ表示を f(t) : [0, 1] → S とし, 後者のパラメータ表示を

g(t) : [0, 1] → S とすると, H(s, t) := (1− s)f(t) + sg(t)は凸であるという仮定から S への写像で, 連続であ

り, ホモトピーを定める.

問題 5.2. 弧状連結なので連結. 開集合であることは, 任意の z ∈ C \ {(−∞, 0]} に対して D|Im(z)|/2(z) ⊂
C \ {(−∞, 0]となることから従う. 単連結であることを示すには任意の閉曲線 C が一点とホモトープである

ことを言えばよい. C は {z ∈ C | z > 1}の領域内の部分とホモトープだから, あとは {z ∈ C | z > 1}が単連
結であることを言えばよいが, それは凸開集合なので問題 5.1より従う.

問題 5.3. 弧状連結なので連結である. 開集合であることは, 任意の z ∈ C \ {0}に対してD|z|/2(z) ⊂ C \ {0}
となることから従う. 単連結領域ではないことを示すのに関数 f(z) = 1/z を考える. f は C \ {0}上で正則だ
が, 単位円に正の向きを入れたものを C として

∫
C
f(z)dz = 2πi ̸= 0. もし C \ {0}が単連結ならば定理 5.1.5

より f は原始関数を持つのて
∫
C
f(z)dz = 0となり矛盾する.

問題 5.4. (z2 + 1)−1 = ((z + i)−1 − (z − i)−1)/(2i)と分解する. C± を ±iを中心とし半径を 1/2とする円

に正の向き付けを入れたものとして∫
C

dz

z2 + 1
=

∫
C

1

2i

(
1

z + i
− 1

z − i

)
dz =

1

2i

∫
C

dz

z + i
− 1

2i

∫
C

dz

z − i

=
1

2i

∫
C−

dz

z + i
− 1

2i

∫
C+

dz

z − i
=

2πi(1− 1)

2i
= 0.

問題 5.5. 積分を I で表すことにする.

(1) z = 0を中心とした半径 r < 1/2の円での積分と同じになるので, I = 2πi× 1 = 2πi.

(2) 被積分関数は積分路の上とその内部で正則なので I = 0.

(3) (z2 − 4/9)−1 = (z − 2/3)−1(z + 2/3)−1 で積分路の内部では z = 2/3 を除いて正則. その周りでは,

w := z − 2/3として
1

z2 − 4/9
=

1

w

1

w + 4/3
=

3

4

1

w
(1 +O(w))

と展開できるので, I = 2πi× 3/4 = 3πi/2.

*1 2019/05/04, ver. 0.1.
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問題 5.6. 積分を I と表す. z = 2eiθ とすると dθ = dz/iz, cos θ = (z + z−1)/2なので

I =

∫
|z|=1

dz

iz

1

1− c(z + z−1) + c2
=

∫
|z|=1

idz

c(z − c)(z − c−1)
.

単位円上とその内部では被積分関数は z = cを除いて正則で, z = cの周りでは w := z − cとして

1

c(z − c)(z − c−1)
=

1

cw(w + c− c−1)
=

1

c(c− c−1)w
(1 +O(w))

と展開できるので, I = 2πi× i/(c2 − 1) = 2π/(1− c2).

問題 5.7. (1) Greenの公式から直ちに従う.

(2) f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)と実部と虚部に分けると, (u(x, y), v(x, y))の Jacobi行列式は,

Cauchy-Riemann方程式と f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y)から∣∣∣∣ux(x, y) vx(x, y)
uy(x, y) vy(x, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ux(x, y) vx(x, y)
−vy(x, y) ux(x, y)

∣∣∣∣ = ux(x, y)
2 + vx(x, y)

2 = |f ′(x+ iy)|2 .

よって f(D)の面積は ∫∫
f(D)

dudv =

∫∫
D

|f ′(x+ iy)|2 dxdy.

問題 5.8. (1) |w| > Rより, 被積分関数は C 上とその内部で正則である. 従って積分は 0.

(2) ζ = Reiφ と変数変換する.

Re

(
Reiφ + z

Reiφ − z

)
= Re

(
ζ + z

ζ − z

)
= Re

(
−1 +

2ζ

ζ − z

)
= −1 +

ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z

に注意して, 示すべき等式の右辺は∫
C

f(ζ)

(
−1 +

ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z

)
dζ

iζ
=

1

i

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

i

∫
C

f(ζ)

(
−1 +

ζ

ζ − z

)
dζ

ζ

= 2πf(z) +
1

i

∫
C

f(ζ)

(
−1 +

ζ

ζ − z

)
dζ

ζ
. (5.1)

ここで C 上で ζ = R2/ζ となることに注意して

1

i

∫
C

f(ζ)
ζ

ζ − z

dζ

ζ
=

1

i

∫
C

f(ζ)

1− z/ζ

dζ

ζ
=

1

i

∫
C

f(ζ)

1− zζ/R2

dζ

ζ
=

1

i

∫
C

f(ζ)

1− ζ/w

dζ

ζ
.

従って (5.1)の最右辺は

2πf(z) +
1

i

∫
C

f(ζ)

(
−1 +

1

1− ζ/w

)
dζ

ζ
= 2πf(z) +

1

i

∫
C

f(ζ)
1

ζ − w
dζ.

第二項は (1)より 0なので, 結論を得る.

以上です.


