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4 Cauchyの積分定理 1

4.2 Cauchyの積分定理

問題 4.1. ξ ∈ Rに対して次の等式を示そう.∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξ dx = e−πξ2 .

以下 f(z) := e−πz2

とする. ひとまず ξ > 0と仮定し, R ∈ R>0 として積分路 γR を次の図のようにとる.

0 R

R+ iξ−R+ iξ

−R

図 4.1 積分路 γR

長方形の場合の Cauchyの積分定理 (系 4.1.3)より

0 =

∫
γR

f(z)dz =

∫ R

−R

e−πx2

dx+ Vr(R) + Vl(R) +

∫ −R

R

f(x+ iξ) dx (4.1)

となる. 但し Vl(R)と Vr(R)はそれぞれ左辺および右辺での積分.

(1) Rによらない C ∈ R>0 で |Vl(R)| , |Vr(R)| ≤ Ce−πR2

と評価できることを示せ.

(2) 式 (4.1)で R → ∞として次の等式を示せ.

0 =

∫ ∞

−∞
e−πx2

dx− eπξ
2

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξ dx.

(3)
∫∞
−∞ e−πx2

dx = 1 を示し, ξ ≥ 0の場合の結論を導け.

(4) ξ < 0の場合を示せ.

問題 4.2. 同様に ∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx =

π

2

を導こう. 図 4.2 の積分路上で (1 − eiz)/z2 の積分を考える. 内側の半円周部を C−
r , 外側の半円周部を C+

R

と書くと, Cauchyの積分定理から∫ −r

−R

1− eix

x2
dx+

∫
C−

r

1− eiz

z2
dz +

∫ R

r

1− eix

x2
dx+

∫
C+

R

1− eiz

z2
dz = 0. (4.2)
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この等式で R → ∞, r → 0の極限を取ることを考える.

(1) C+
R 上の積分が R → ∞で 0に収束することを示せ.

(2) C−
r 上の積分が r → 0で −π となることを示せ.

(3) 以上を使って結論を導け.
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図 4.2 問題 4.2の積分路

4.3 Cauchyの積分定理

問題 4.3 (平均定理). a ∈ C, R ∈ R>0 とし, f を開円盤 Da(R) = {z ∈ C | |z − a| < R}上の正則関数とす
る. このとき, 0 < r < Rなる任意の実数 r に対して次の等式が成立することを示せ.

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ reit) dt.

問題 4.4. aと bを正の実数とする.

(1) E をパラメータ付け z(t) = a cos t+ ib sin t (0 ≤ t ≤ 2π)を持つ曲線, C をパラメータ付け z(t) = beit

(0 ≤ t ≤ 2π)を持つ曲線とする. このとき
∫
E
dz/z =

∫
C
dz/z となることを示せ.

(2) (1)を用いて
∫ π

0
(a2 cos2 t+ b2 sin2 t)−1dtの値を求めよ.

レポート問題

レポート問題 4.1 ([SS, Chapter 2, Exercise 7]). D := D0(1)を原点中心で半径 1の開円板とし, f を D 上

の正則関数とする.

(1) 0 < r < 1なる実数 r に対し 2f ′(0) = (2πi)−1
∫
|ζ|=r

ζ−2(f(ζ)− f(−ζ)) dζ となることを示せ.

(2) d := supz,w∈D |f(z)− f(w)|とすると, 2 |f ′(0)| ≤ dとなることを示せ.
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以上です.


