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4 Cauchyの定理 1

4.2 Cauchyの定理

問題 4.1. 被積分関数を f(x) := e−πx2

と略記する.

(1) Vr(R)については*2

|Vr(R)| =

∣∣∣∣∣
∫ ξ

0

f(R+ iy)i dy

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ ξ

0

e−π(R2+2iRy−y2) dy

∣∣∣∣∣
=

∫ ξ

0

e−π(R2−y2) dy ≤ e−πR2

∫ ξ

0

e−πy2

dy ≤ e−πR2

∫ ξ

0

1 dy = ξe−πR2

.

Vl(R)については, Vr(R)の議論で R 7→ −Rとすれば同じ評価ができる.

(2) 次の計算から従う. ∫ −R

R

f(x+ iξ) dx = −eπξ
2

∫ R

−R

e−πx2

e−2πixξ dx.

(3) I := (
∫∞
−∞ e−πx2

dx)2 =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ e−π(x2+y2) dxdy で (x, y) = (r cos θ, r sin θ) と変数変換して

I =
∫∞
0

∫ 2π

0
re−πr2drdθ = 1. よって

∫∞
−∞ e−πx2

dx =
√
I = 1.

(4) 積分路の図が実軸より下になるだけで, ξ > 0の場合と全く同じ議論で結論が得られる.

問題 4.2. 被積分関数を f(z) := (1− eiz)/z2 と書く.

(1)
∣∣(1− eiz)/z2

∣∣ ≤ 2/ |z|2 より∣∣∣∣∣
∫
C+

R

f(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫
C+

R

2

|z|2
dz =

2

R2
· πR =

2π

R

と評価できるので, R → ∞で 0に収束する.

(2) z → 0で有界な関数 E(z)用いて f(z) = −iz/z2 + E(z)と書けるので, C−
r を z = reiθ, θ : π → 0と

パラメーター付けすると∫
C−

r

1− eiz

z2
dz =

∫ 0

π

(
−i

reiθ
+ E(reiθ)

)
ireiθ dθ =

∫ 0

π

dθ + ir

∫ 0

π

E(reiθ)eiθ dθ.

|E(z)| < B とすれば
∣∣∣∫ 0

π
E(reiθ)eiθdθ

∣∣∣ ≤ B
∫ π

0
dθ = 2πB なので, r → 0で

∫
C−

r

1− eiz

z2
dz −→

∫ 0

π

dθ = −π.

*1 2019/10/24, ver. 0.2.
*2 ver. 0.2で修正しました.
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(3) 以上より (4.2)の極限は ∫ 0

−∞

1− eix

x2
dx+

∫ ∞

0

1− eix

x2
dx = π.

あとは cosx = (eix + e−ix)/2より結論を得る.

4.3 Cauchyの積分定理

問題 4.3. 開円盤Da(R)の境界に正の向き付けを入れた曲線を C とする. 示すべき等式は, Cauchyの積分公

式 f(a) = 1
2πi

∫
C
f(z)/(z − a) dz を C のパラメータ表示 z(t) = a+ reit で書き換えたものである.

問題 4.4. (1) E と C で囲まれた領域を D とすると, D の境界に正の向き付けを入れた曲線 ∂D+ は

E ∪ C− もしくは E− ∪ C となる. Dでは 1/z は正則だから, Cauchyの積分定理より
∫
∂D+ dz/z = 0.

あとは
∫
∂D+ =

∫
E
−
∫
C
または

∫
∂D+ =

∫
C
−
∫
E
より結論が従う.

(2) (1)の
∫
E
dz/z をパラメータ付け z(t) = a cos t+ ib sin tを用いて計算すると∫

E

dz

z
=

∫ 2π

0

−a sin t+ ib cos t

a cos t+ ib sin t
dt =

∫ 2π

0

(b2 − a2) cos t sin t+ iab

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt.

一方で
∫
C

dz
z =

∫ 2π

0
i dt = 2πi. そこで

∫
E
dz/z =

∫
C
dz/z の虚部を比較すれば

∫ 2π

0
ab/(a2 cos2 t +

b2 sin2 t) dt = 2πi. よって求める積分は∫ π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
=

1

2

∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
=

π

ab
.

以上です.


