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3 等角写像

3.1 曲線の接ベクトル

問題 3.1. (1) 滑らかな曲線パラメータ付け pの定義から p′(t) ̸= 0なので, 対応するベクトルの長さは正.

(2) q(s)を他のパラメータ付けとすると, 連続微分可能な関数 s(t)があって q(s(t)) = p(t)かつ s′(t) > 0.

s0 = s(t0) とすると連鎖率から q′(s0) = p′(t0)/s
′(t0). s′(t0) は正の実数だから, 方向ベクトル

q′(s0)/ |q′(s0)|と p′(t0)/ |p′(t0)|は一致する.

3.3 等角写像の例

問題 3.2. 関数 f が z0で,関数 gが f(z0)で等角写像だと仮定する. 定理 3.2.1より f と gはともに正則関数で

あり,正則関数の合成は正則関数なので, g◦f は正則. また合成関数の微分の連鎖率 (g◦f)′(z) = g′(f(z))f ′(z)

と定理 3.2.1より g′(f(z0)) ̸= 0かつ f ′(z0) ̸= 0なので, (g ◦ f)′(z0) ̸= 0. 再び定理 3.2.1より g ◦ f は z0 で

等角写像である.

問題 3.3. (3) z = x+ iy とすると

w = (1 + z)/(1− z) =
1− (x2 + y2)

(1− x)2 + y2
+ i

2y

(1− x)2 + y2
.

よって像は第一象限 {w = u+ iv | u > 0, v > 0}. なお極座標にそった曲線の像は図 1 のようになる.
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図 1 関数 (1 + z)/(1− z)による極座標の像

(4) z = reiθ と極座標表示すると, z ∈ H ⇐⇒ r > 0, 0 < θ < π. このとき log z = log r + iθ だから, 像

は帯状領域 {x+ iy | 0 < y < π}になる. θが一定の半直線は x軸に平行な {x+ iθ | x ∈ R}に写り, r

が一定の半円は y 軸に平行な {log r + iθ | 0 < θ < π}に写る*2.

*1 2019/10/24, ver. 0.3.
*2 ver. 0.3で訂正しました.
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(6) z = x+ iy とすれば eiz = eixe−y. よって像は {w = reiθ | −π/2 < θ < π/2, 0 < r < 1}, つまり半径
1の円板の右半分*3. 0 < y < 2の範囲で x軸または y軸と並行な直線の像を描くと図 2 のようになる.
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図 2 関数 eiz による直交座標格子の像

(7) z = reiθ とすると 0 < r < 1 かつ 0 < θ < π. w = −(z + 1/z)/2 = −(r + 1/r)/2 · cos θ − i(r −
1/r)/2 · sin θ より, 像は上半平面 H. なお極座標に沿った曲線の像を描くと図 3 のようになる.
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図 3 関数 −(z + 1/z)/2による極座標の像

(8) ζ = eiz とすると sin z = (eiz − e−iz)/2i = −(iζ + 1/iζ)/2. よってこの写像は, (6)の写像の後に iを

かける写像を合成し更に (7)の写像を合成したものと一致する. 従って像は上半平面 H.

3.4 その他の問題

問題 3.4. (1) 偏微分の順序交換 ∂x∂y = ∂y∂x を許すことにする*4. ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x + 1

i
∂
∂y

)
, ∂

∂z =

1
2

(
∂
∂x − 1

i
∂
∂y

)
より 4 ∂

∂z
∂
∂z =

(
∂
∂x + 1

i
∂
∂y

)(
∂
∂x − 1

i
∂
∂y

)
= ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 = ∆. 4 ∂
∂z

∂
∂z = ∆ も同様

に確かめることができる.

(2) f は正則なので ∂f/∂z = 0. よって (1)より ∆f = 0. 特に f = u + iv と分解すれば ∆u = ∆v = 0.

なお*5 正則関数について偏微分が交換できることは, 正則関数が級数展開を持つこと (11/7の講義ノー

トの定理 6.1.2) と級数の定める関数が何回でも複素微分可能であること (10/3の定理 1.4.9) から従う.

問題 3.5. (1) N に関する帰納法で示す. N = M の場合は左辺は aMbM , 右辺は aMBM − aMBM−1 =

aM (BM −BM−1) = aMbM なので確かに一致する. N まで示せたとして, N + 1の時

∑N+1
n=M anbn = aN+1bN+1 +

∑N
n=M anbn

(∗)
= aN+1bN+1 + aNBN − aMBM−1 −

∑N−1
n=M (an+1 − an)Bn

= (aN+1BN+1 − aN+1BN ) + aNBN − aMBM−1 −
∑N−1

n=M (an+1 − an)Bn

= aN+1BN+1 − aMBM−1 −
∑N

n=M (an+1 − an)Bn.

*3 ver. 0.2で訂正しました.
*4 ver. 0.2で訂正しました.
*5 ver. 0.2で訂正しました.
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但し (∗)で帰納法の仮定を用いた.

(2) 前問で anと bnを取り換えて,さらに bn = rnとする. そしてM = 1, N → ∞とすれば
∑∞

n=1 r
nan =

(1− r)
∑∞

n=1 r
nAn. 但し AN :=

∑N
n=1 an. 以下 A := A∞ と書くと, 任意の ε > 0について十分大き

く N をとれば, N < nなら |An −A| < εとできる. そこで
∑∞

n=1 r
nan = (1− r)

∑N
n=1 r

nAn + (1−
r)

∑∞
n=N+1 r

nAn と分けて辺々 Aを引くと∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

rnan −A

∣∣∣∣∣ < |1− r|

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

rnAn

∣∣∣∣∣+ ε
|1− r|
1− |r|

と評価できる. これで r → 1− 0とすれば |
∑∞

n=1 r
nan −A| → 0が分かる.

問題 3.6. 求める積分を I と置く.

(1) I =
∫ π/2

−π/2
it · ieit dt = −

∫ π/2

−π/2
teit dt =

[
(it− 1)eit

]+π/2

−π/2
= −2i.

(2) 不定積分が Log z であることから I = [Log z]
2π
0 = πi/2.

(または C を z(t) = 1+ i− tとパラメータ付けして I =
∫ 2π

0
−dt/(1+ i− t) = [−Log(1 + i− t)]

2π
0 =

πi/2 と求めても同じ.)

以上です.


