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yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp
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2 復習 2: 複素積分

2.1 複素平面内の曲線

問題 2.1. (1) z(t∗) ∈ Ω1 と仮定する. z は連続写像で Ω1 は開集合なので, 十分小さい正の実数 εがあって

z(t∗ + ε) ∈ Ω1. 一方 supの定義から, 任意の ε > 0に対して z(t∗ + ε) /∈ Ω1. よって矛盾する.

次に z(t∗) ∈ Ω2 と仮定する. z は連続写像で Ω” は開集合なので, 十分小さい正の実数 ε があって

z(t∗ − ε) ∈ Ω2. 一方 supの定義から, 任意の ε > 0に対して z(t∗ − ε) ∈ Ω1. よって矛盾する.

(2) 任意の z ∈ Ω1 に対して, Ωが開集合であることからDr(z) ⊂ Ωとなる r ∈ R>0 が存在する. Dr(z)の

任意の点は z と直線で結べるから, Dr(z) ⊂ Ω1. よって Ω1 は開集合. また w ∈ Ω1 より Ω1 ̸= ∅.
次に任意の z ∈ Ω2 に対して, Ω が開集合であることから Dr(z) ⊂ Ω となる r ∈ R>0 が存在する.

Dr(z)の任意の点は z と直線で結べるから, Dr(z) ⊂ Ω2. よって Ω2 は開集合.

問題 2.2. (1) 問題 2.1 (2)と同様に Cz は開集合だと分かり, 問題 2.1 (1)と同じ議論で連結性が出る.

(2) z ∈ Cz について*2. Ωは開集合なので Dr(z) ⊂ Ωとなる正の実数 r が存在する. パラメータ付き曲線

p(t) := z − r/3 + reit/3 (t ∈ [0, 2π]) の定める曲線を cとすれば, cの始点と終点は z なので, z ∈ Cz.

w ∈ Cz なら, 始点 z,終点 wの曲線 cがあるが, その逆向きの曲線 c−により z ∈ Cw が分かる. w ∈ Cz

かつ z ∈ Cu ならば, 始点 z, 終点 w の曲線 c1 と始点 u, 終点 z の曲線 c2 があるが, それらを結んで u

を始点とし wを終点とする曲線が作れるので w ∈ Cu.

2.2 複素積分

問題 2.3. (1) z(t) = reit と C をパラメータ付けると∫
C

zn dz =

∫ 2π

0

rneint · ireit dt = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)t dt =

{
0 (n ̸= −1)

2πi (n = −1)
.

(2) z(t) = 2r + reit と C をパラメータ付けると∫
C

zn dz =

∫ 2π

0

rn(eit + 2)n · ireit dt = rn+1

∫ 2π

0

ieit(eit + 2)n dt =
rn+1

n+ 1

[
(eit + 2)n+1

]2π
0

= 0.

(3) z(t) = reit と C をパラメータ付けると∫
C

1

(z − a)(z − b)
dz =

∫ 2π

0

1

(reit − a)(reit − b)
· ireit dt =

1

a− b

∫ 2π

0

(
ireit

reit − a
− ireit

reit − b

)
dt

=
1

a− b

([
log(reit − a)

]2π
0

−
[
log(reit − b)

]2π
0

)
=

1

a− b
(2πi− 0) =

2πi

a− b
.

*1 2019/10/24, ver. 0.3.
*2 ver. 0.2で訂正しました.
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最後から二番目の等号について補足すると, |a| < r より reit − a の偏角が t : 0 → 2π で 2π 増

えることから
[
log(reit − a)

]2π
0

= 2π. また r < |b| より reit − b の偏角は変わらないことから[
log(reit − b)

]2π
0

= 2π.

問題 2.4. (1) *3 直線 [0, i]上では 1/(z + 1)が (分岐を指定した) logを原始関数を持つことに注意して∫ i

0

z

z + 1
dz =

∫ i

0

(
1− (z + 1)−1

)
dz = [z − log(z + 1)]

i
0

= i− (log(i+ 1)− log 1) = i−
(
log(

√
2eiπ/4)− log 1

)
= i−

(
log

√
2 + i(π/4 + 2nπ)− 2nπi

)
= −(log 2)/2 + i(1− π/4).

三行目で logの分岐を取るときに同じ nを用いることに注意する.

(2) z = eiθ と C をパラメータ付けすると∫
C

|z| dz =

∫ π

0

1 · ieiθ dθ =
[
eiθ

]π
0
= eiπ − 1 = −2.

問題 2.5. F ′
1(z) = F ′

2(z) = f(z)より (F1 − F2)
′ = 0. したがって系 2.2.4 から F1 − F2 は定数関数.

2.3 その他の問題

問題 2.6. (1) log i = log(1 · eiπ/2) = log 1 + i(π/2 + 2nπ) = (1/2 + 2n)πi (n ∈ Z).
(2) ii = ei log i = ei(1/2+2n)πi = e−(1/2+2n)π (n ∈ Z).

問題 2.7. (1) cosh z = (ez+e−z)/2 = 0より e2z = −1 = 1·e(2n+1)πi (n ∈ Z). よって z = (2n+1)πi/2 =

(1/2 + n)πi (n ∈ Z).
(2) z = reiθ とおくと log z = log r + i(θ + 2nπ) (n ∈ Z). よって log r = 2, θ + 2nπ = π/6. 従って

z = e2e(π/6−2nπ)i = e2(
√
3 + i)/2.

問題 2.8. (1) |an+1/an| = (1 + log(1 + 1/n)/ log n)2 → 1より収束半径は 1.

(2) |an+1/an| = n+ 1 → ∞より収束半径は 0.

(3) |an+1/an| = 4−1(1 + 1/n)2(1 + 3n/4n)/(1 + 3(n+ 1/4n+1) → 1/4より収束半径は 4 *4.

問題 2.9. (1) x > 0で f (n)(x) = x−3ndn(x) exp(−1/x2), 但し dn(x)は xの 2(n − 1)次多項式, と書け

ることが nに関する帰納法で示せる. y = 1/xとして, 十分大きい y に対して exp(y2) > y4n/(2n)!と

なるので limy→+∞ y2n exp(−y2) = 0. つまり limx→+0 f
(n)(x) = 0. x < 0では f (0)(x) = 0だから,

これで無限回微分可能であることが示せた.

(2) 既に示した.

(3) もし f(x) =
∑∞

n=0 anx
n と級数展開できるなら, 収束数列の微分と級数和は交換できるから f (k)(x) =∑∞

n=0 n · (n− k + 1)anx
n−k となり, f (k)(0) = 0より任意の n ≥ 1で an = 0となる. つまり f(x)は

x = 0の近傍で恒等的に 0になり, f の定義と矛盾する.

以上です.

*3 ver. 0.2で加筆, 修正しました.
*4 ver. 0.3で訂正しました.


