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10 群論 3 (群作用, Sylowの定理)

10.1 群作用と軌道分解

問題 10.1. (1) e.x = xより e ∈ Gx. 任意の g ∈ Gx について,

g−1.x = g−1.(g.x) = (g−1g).x = e.x = x

より g−1 ∈ Gx. また g1, g2 ∈ Gx なら g1.(g2.x) = g1.x = xなので g1g2 ∈ Gx. 以上よりGx は部分群.

(2) x = g−1.y に注意する. 実際, g−1.y = g−1.(g.x) = e.x = xとなる.

まず Gy ⊂ gGxg
−1 を示す. h ∈ Gy なら h.y = y なので,

(g−1hg).x = (g−1hg).(g−1.y) = g−1.(h.y) = g−1.y = x

となり, g−1hg ∈ Gx が分かる. これから Gy ⊂ gGxg
−1 が従う.

次に Gy ⊃ gGxg
−1 を示す. h ∈ Gx なら h.x = xなので,

(ghg−1).y = (gh).(g−1.y) = (gh).x = g.x = y

となり, ghg−1 ∈ Gy が分かる. これから Gy ⊃ gGxg
−1 が従う.

問題 10.2. (1) Sn は全単射の集合 Aut(X) = {σ : X → X | 全単射 }を写像の合成を積として群とみな
したものである. よって任意の x ∈ X と σ, τ ∈ Sn に対し σ.(τ.x) = σ.τ(x) = σ(τ(x)) = (στ)(x) と

なる. また Sn の単位元は恒等写像 e = idX なので, 任意の x ∈ X に対し e.x = idX(x) = x となる.

これで Sn ↷ X が言えた.

(2) 任意の x ∈ X に対して OSn
(x) = X. 実際, 任意の 2元 x, y ∈ X に対し, g ∈ Sn として互換

g = (x y) =

(
1 2 · · · x · · · y · · · n− 1 n
2 1 · · · y · · · x · · · n− 1 n

)
を取れば y = g.xとなる. よって任意の y ∈ Sn について y ∈ OSn

(x)なので OSn
(x) = Sn.

問題 10.3. (1) 任意の x ∈ G に対し e.x = ex = x となり, また任意の x ∈ G, g, h ∈ G に対し

g.(h.x) = g(hx) = (gh)x = (gh).xとなるので, m : G×G → Gは Gの G自身への左作用を定める.

(2) 任意の x ∈ Gに対して OG(x) = X. 実際, 任意の x, y ∈ Gに対して g := yx−1 とすれば y = g.x. あ

とは問題 10.2 (2)と同様.
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問題 10.4. (1) On(R)が GLn(R)の部分群であることを示せば良い. GLn(R)の単位元は単位行列 In で,

これはOn(R)に含まれる. A ∈ On(R)ならA·tA = Inだが,両辺の逆行列を取って t(A−1)·A−1 = In.

よって A−1 ∈ On(R). また A,B ∈ On(R) なら (AB) · t(AB) = (AB) · (tB tA) = A(B · tB)tA =

A · tA = In となるので AB ∈ On(R). 以上より On(R) ⊂ GLn(R)は部分群で, 特に群になる.

(2) 行列 (とベクトル)の乗法の結合則から A.(B.x) = A.(Bx) = A(Bx) = (AB)x = (AB).xとなり, ま

た In.x = xだから On(R) ↷ Rn.

(3) O2(R) =

{(
cos θ sin θ

± sin θ cos θ

) ∣∣∣ 0 ≤ θ ≤ 2π

}
と書けるので,

OO2(R)
(
t(1, 0)

)
= {t(cos θ,± sin θ) | 0 ≤ θ ≤ 2π} = {t(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} (単位円).

(4) O3(R) =
{
(p q r) | {p, q, r}は R3 の正規直交基底

}
と書けるので,

OO3(R)
(
t(1, 0, 0)

)
= {p ∈ R3 | |p| = 1} = {t(x, y, z) ∈ R2 | x2 + y2 + z2 = 1} (単位球).

問題 10.5. (1) g, h ∈ Gが gGx = hGxを満たすなら h−1g ∈ Gxなので, g.x = e.(g.x) = (hh−1).(g.x) =

h.((h−1g).x) = h.x. よって φx は well-defined.

(2) まず φx の全射性を示す. OG(x) の任意の元 y は, ある g ∈ G を用いて y = g.x と書ける. すると

φx(gGx) = g.x = y となり, 全射性が示せた.

次に φx の単射性を示す. φx(gGx) = φx(hGx)なら g.x = h.xなので gh−1 ∈ Gx. よって gGx = hGx

となって示せた.

(3) φx が全単射なので |G/Gx| = |OG(x)|. Legendre の定理から |G| = |Gx| · |G/Gx| なので |G| =
|Gx| · |OG(x)|.

問題 10.6. (1) z ∈ OG(x) ∩ OG(y) とすると, ある g, h ∈ G があって z = g.x, z = h.y となる. すると

y = h−1g.xだから OG(y) ⊂ OG(x). 逆の包含関係も同様に示せる. よって OG(y) = OG(x).

(2) X 上の二項関係 ∼を x ∼ y
dfn⇐⇒ OG(x) ∩OG(y) ̸= ∅ で定義すると, これは同値関係.

実際, OG(x)∩OG(x) = OG(X) ̸= ∅より x ∼ x, OG(x)∩OG(y) = OG(y)∩OG(x)より x ∼ y ⇒ y ∼ x

が言える. x ∼ y かつ y ∼ z なら OG(x) ∩ OG(y) ̸= ∅ かつ OG(y) ∩ OG(z) ̸= ∅ だが, (1) より

OG(x) = OG(y) = OG(z). よって特に OG(x) ∩ OG(z) ̸= ∅なので x ∼ z. 以上で ∼が同値関係であ
ることが示せた.

そこで商集合 X/ ∼を考えて, その完全代表系を {xi | i ∈ I}とすれば, 商集合による類別から

X = ⊔i∈IC(xi), C(xi) = {x ∈ X | x ∼ xi}.

ここで (1)より

C(xi) = {x ∈ X | OG(x) ∩OG(xi) ̸= ∅} = {x ∈ X | OG(x) = OG(xi)} = OG(xi).

よって X = ⊔i∈IOG(xi)となる.

|G|, |X| < ∞なら |X| =
∑

i∈I |OG(xi)|. さらに問題 10.5より |OG(xi)| = |G/Gx| = [G : Gx]. よっ

て |X| =
∑

i∈I [G : Gx].
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10.2 類等式

問題 10.7. 任意の x ∈ G について e.x = exe−1 = x. また任意の x ∈ G と g, h ∈ G に対し g.(h.x) =

g.(hxh−1) = ghxh−1g−1 = (gh)x(gh)−1 = (gh).x. よって共役作用で G ↷ Gが定まっている.

問題 10.8. (1) OG(e) = {g.e | g ∈ G} = {geg−1 | g ∈ G} = {gg−1 | g ∈ G} = {e}.
(2) 中心元の性質から OG(u) = {g.u | g ∈ G} = {gug−1 | g ∈ G} = {gg−1u | g ∈ G} = {u}.

問題 10.9. (1) 各 cycle typeについて 1つ軌道がある. つまり

OS4(e) = {e},
OS4

(
(i j)

)
= {(1 2), (1 3), . . . , (3 4)} (6個の元からなる軌道),

OS4

(
(i j k)

)
= {(1 2 3), (1 3 2), . . . , (2 4 3)} (8個の元からなる軌道),

OS4

(
(i j)(k l)

)
= {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)},

OS4

(
(i j k l)

)
= {(1 2 3 4), . . . , (1 4 3 2)} (6個の元からなる軌道).

(2) 24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6となって確かに類等式が成立している.

10.3 p部分群と p-Sylow部分群

問題 10.10. 各 u ∈ MG についてOG(u) = {u}であり, また各 v ∈ M \MG について |OG(v)| = [G : Gv] >

1. Gは p群なので [G : Gv]も pの冪であり, 1より大きいから p | [G : Gv].

{vi | i ∈ I} ⊂ M \MG を適当に選べば, M の軌道分解は

M =
( ⊔
u∈MG

OG(u)
)
⊔
(⊔
i∈I

OG(vi)
)

と書ける. 前半の議論より |OG(u)| = 1なので |M | − |MG| =
∑

i∈I |OG(vi)|. 前半の議論より右辺は pの倍

数. よって結論が得られる.

問題 10.11. Gの自分自身への共役作用について OG(e) = {e}だから, M = G \ {e}は共役作用で閉じてい
る. よって作用 G ↷ M = G \ {e}は well-defined.

問題 10.10より |M |−|MG|は pで割り切れる. |M | = pk−1と書けるから, |MG| ̸= 0. Z(G) = MG⊔{e}
なので Z(G) ⊋ {e}.

問題 10.12. 問題 10.11より Z(G)は自明ではない. Z(G) ⊂ Gは部分群だから, |Z(G)|は |G|を割り切る.

よって |Z(G)| = pまたは p2. |Z(G)| = p2 であることが言えれば Z(G) = Gとなって Gが可換だと分かる.

そこで |Z(G)| = p と仮定する. Z(G) は素数位数の群なので巡回群. その生成元を 1 つ取って g と置く.

h ∈ G \ Z(G)とすると, 2元 g, hで Gは生成される. g ∈ Z(G)だから g と hは可換であり, よって Gの任

意の 2元は互いに可換である. すると Z(G) = Gとなり |Z(G)| < |G|と矛盾する. これで証明が終わった.

問題 10.13. p-Sylow部分群の個数を k(p)とする. Sylowの定理の (2)より k(p) ≡ 1 (mod p)かつ k(p) | pq.
これらと仮定 p > q より k(p) = 1. すると Sylowの定理の系から p-Sylow部分群は正規部分群.
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問題 10.14. q-Sylow部分群の個数を k(q)とする. Sylowの定理の (2)より k(q) ≡ 1 (mod q)かつ k(q) | pq.
これらから k(q) = 1 または p だが, 仮定 p ̸≡ 1 (mod q) より k(q) = 1. すると Sylow の定理の系から

q-Sylow部分群は正規部分群.

問題 10.13より, Gの p-Sylow部分群は巡回群 Cp と同型で正規部分群. 前半の議論から, Gの q-Sylow部

分群も巡回群 Cq と同型で正規部分群. これらの部分群を同じ記号 Cp, Cq で書くことにする. 問題 10.18より

CpCq ⊂ Gは部分群.

Cp ∩ Cq = {e} に注意する. 実際, Cp ∩ Cq の元の位数は p の約数かつ q の約数なので 1. よって

|CpCq| = pq = |G|となり, CpCq = G. すると問題 10.17より G ≃ Cp × Cq.

最後に Cp × Cq ≃ Cpq より主張が得られる.

問題 10.15. G を位数 99 の群とする. Sylow の定理より, G の 3-Sylow 部分群の個数 k(3) は k(3) ≡ 1

(mod 3)かつ k(3) | 99を満たすので k(3) = 1. 同様に 11-Sylow部分群も 1つになる. 以下, 3-Sylow部分群

を N9 と書き, 11-Sylow部分群を N11 と書く. Sylowの定理の系より N9, N11 ◁ Gである.

N9N11 ⊂ G は問題 10.18 より部分群. 元の位数を考えると N9 ∩ N11 = {e} なので, 問題 10.17 より

N9N11 ≃ N9 ×N11. また |N9N11| = 99 = |G|なので G ≃ N9 ×N11. 問題 10.12より N9 は可換群で, N11

は素数位数なので巡回群だから, Gは可換群である.

問題 10.16. 仮定から Gの位数は e ∈ Z≥1 および pと互いに素な q ∈ Z≥2 を用いて |G| = peq と書ける. ま

た商群 G/N の位数は |G/N | = [G : N ] | q. よって r := q/[G : N ]とすれば |N | = |G|/[G : N ] = per. 特に

N は p-Sylow部分群 S ⊂ N を持ち, |S| = pe となる. S は Gの p-Sylow部分群でもある. また任意 p-Sylow

部分群 S′ ⊂ Gについて, ある g ∈ Gがあって S′ = g−1Sg. よって S′ = g−1Sg ⊂ g−1Ng = N .

問題 10.17. i) まず仮定から, 任意の n1 ∈ N1 と n2 ∈ N2 について n1n2 = n2n1 となることを示す.

Ni ◁ Gから n1n2n
−1
1 n−1

2 = n1(n2n
−1
1 n−1

2 ) ∈ N1 かつ n1n2n
−1
1 n−1

2 = (n1n2n
−1
1 )n−1

2 ∈ N2 なので,

n1n2n
−1
1 n−1

2 ∈ N1 ∩N2 = {e}. よって示せた.

ii) 次に任意の g ∈ Gは n1 ∈ N1, n2 ∈ N2 によって g = n1n2 と一意的に表せることを示す. 表示できる

ことは N1N2 = Gから従うから, 一意性のみ示せばよい. n1n2 = n′
1n

′
2 ならば n−1

1 n′
1 = n2(n

′
2)

−1 ∈
N1 ∩N2 = {e} なので n1 = n′

1 かつ n2 = n′
2. よって示せた.

iii) 写像 φ : N1 ×N2 → G, (n1, n2) 7→ n1n2 が群の準同型であることに注意する. 実際,

φ((n1, n2) · (n′
1, n

′
2)) = φ((n1n

′
1, n2n

′
2)) = n1n

′
1n2n

′
2 = n1n2n

′
1n

′
2 = φ(n1, n2) · φ(n′

1, n
′
2)

となる. 但し i) で示した n′
1n2 = n2n

′
1 を用いた.

iv) あとは φが全単射であることを示せば良いが, これは ii) で示した.

問題 10.18. 任意の h1, h2 ∈ H と k1, k2 ∈ K に対し (h1k1)(h2k2)
−1 ∈ HK を示せばよい. k1k

−1
2 ∈ K ◁ G

より h1k1k
−1
2 h−1

1 = k となる k ∈ K が存在するので, (h1k1)(h2k2)
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 = kh1h
−1
2 . さら

に h := h2h
−1
1 とすれば kh−1 = h−1hkh−1 = h−1k′ となる k′ ∈ K が存在するので, (h1k1)(h2k2)

−1 =

h−1k′ ∈ HK.

以上です.


