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https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida

問題. b, c ∈ Rとして, 実関数 y = y(x)に関する 2階の微分方程式

d2y

dx2
+ 2b

dy

dx
+ cy = 0

を考える. この微分方程式の解全体のなす実線形空間の基底を一組与えよ.

解答. b2 − c > 0の場合, 特性方程式 λ2 + 2bλ+ c = 0の 2つの実数解を λ± := −b± 2
√
b2 − cとして, 解空

間は基底 {eλ+x, eλ−x}を持つ.

b2−c = 0の場合, 特性方程式 λ2+2bλ+c = 0が重解 λ = −bを持つことから, 解空間は基底 {e−bx, xe−bx}
を持つ.

b2 − c < 0の場合, 特性方程式 λ2 + 2bλ+ c = 0は 2つの虚数解 λ = −b± 2
√
c− b2iを持つので, 解空間

は基底 {e−bx cos(2
√
c− b2x), e−bx sin(2

√
c− b2x)}を持つ.

コメント. b2 − cが > 0, = 0, < 0の場合に分けて 2 + 2 + 1点で採点しました. 平均点は 1.4点でした.

そもそも微分方程式が解けていない答案が多かったので, 基本的なことをコメントしておきます. この問題

のような定数係数の線形微分方程式

a0y
(n) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

は, y = eλx として λに関する代数方程式

a0λ
n + · · ·+ an−1λ+ an = 0

に帰着できます. この代数方程式を特性方程式と呼びます. C上で微分方程式を考えるなら,

• 特性方程式が重解を持たない場合は, 解を λ1, . . . , λn として eλi 達が解空間の基底になります.

• 重解がある場合, 例えば λ1 が k 重解で他の λi (i = 2, . . . , n − k + 1) が重解でなければ, xjeλ1x

(j = 0, 1, . . . , k − 1) 達と eλi (i = 2, . . . , n− k + 1)達が解空間の基底になります.

どちらにせよ解空間は C上の線形空間で, a0 ̸= 0なら n次元になります.

以上です.
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