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6 常微分方程式 1 ( 初等的解法 )

今回は断らない限り実数変数の実数値関数及びその微分方程式だけを考えます.

6.1 1階常微分方程式の初等的解法

1 階常微分方程式のうち, 主に正規形のものについて, 初等的な解法を復習する. 以下のリストや解法は

[吉田 78, 第 1編 A 第 2章]に従っている.

独立変数 xと未知関数 y = y(x)についての常微分方程式を考える. 正規形の 1階常微分方程式とは, 2変数

関数 f(z, w)を用いて次の形で与えられている常微分方程式のことである.

y′ = f(x, y).

正規形常微分方程式のリスト

• 変数分離型 y′ = f(x)g(y).

– 同次形 y′ = f(y/x).

– 同次線形 y′ = p(x)y.

– 非同次線形 y′ = p(x)y + q(x).

∗ Bernoulli型 y′ = p(x)y + q(x)yn.

∗ Riccati型 y′ = p(x)y2 + q(x)y + r(x).

• 完全微分 p(x, y) + q(x, y)y′ = 0, 但し ∂yp(x, y) = ∂xq(x, y).

– 積分因数 +完全微分 p(x, y) + q(x, y)y′ = 0.

解法

• 変数分離型.
∫

1
g(y) dy =

∫
f(x) dx+ C と積分できる.

– 同次形. y/x = uとおいて変数分離型に帰着.

– 同次線形. 変形分離型の解法が適用できて, 一般解は y = C exp
(∫

p(x) dx
)
.

– 非同次線形. q(x) = 0の場合は同次線形なので解ける. 得られた一般解 y = C exp(
∫
p(x)dx)の積

分定数 C を xの関数 z(x)に置き換えて y = z(x) exp
(∫

p(x) dx
)
とする. これを元の方程式に代

入して得られる z の微分方程式は

z′ = q(x) exp
(
−
∫

p(x) dx
)
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という変数分離型になって, z を決定することができる.

∗ Bernoulli型. z := y1−n とおくと

z′ = (n− 1)p(x)z + (n− 1)q(x)

となって非同次線形の場合に帰着する.

∗ Riccati型. 一般解は求積不可能. 一つの解 y1 が分かれば, y = z + y1 として Bernoulli型に

帰着.

• 完全微分. p(x, y)dx+ q(x, y)dy = 0と書き直して両辺を線積分すると∫
p(x, y)dx+

∫
q(x, y)dy = C

となり, xと y の関係式が得られる.

– 積分因数 + 完全微分. 上手く関数 λ(x, y) を見つけて ∂y(λp) = ∂y(λq) が成り立つようにできれ

ば, 完全微分の場合に帰着できる.

問題

以下の問題 6.1–6.14では, 未知関数 y = y(x)に関する微分方程式の一般解を求めよ.

問題 6.1 (∗). y′ − y sinx = 0.

問題 6.2 (∗). xy′′ + 2y′ − xy = 0.

問題 6.3 (∗). xy′ = y −√
xy.

問題 6.4 (∗). y′ = y + ex.

問題 6.5 (∗). (1 + x2)y′ + 2xy = 1.

問題 6.6 (∗). y′ + xy + xy3 = 0.

問題 6.7 (∗). y′ = y(1− y).

問題 6.8 (∗). (3x2y − y3) + (x3 − 3xy2)y′ = 0.

問題 6.9 (∗). yy′ − xy′ − y = 0.

問題 6.10 (∗). y′ + x2y = x2.

問題 6.11 (∗). y′ − y = xy2.

問題 6.12 (∗). (x2 + 1)y′ − xy = x(x2 + 1).

問題 6.13 (∗). eyy′ − x− x3 = 0.

問題 6.14 (∗). y′′ − 7y′ + 10y = 5x2 + 3x+ 4.

問題 6.15 (∗). 複素変数 z = x+ iy の正則関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)の実部が u = x2 − y2 + xで与え

られたとする. このときの虚部 v を求め, f を z の関数として書け.
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問題 6.16 (∗). a1(x), . . . , an(x)を閉区間 I = [s, t] ⊂ R上の連続関数とする. 未知関数 y(x)に関する n階

微分方程式
y(n)(x) + a1(x) y

(n−1)(x) + · · ·+ an−1(x) y
′(x) + an(x) y(x) = 0

の線形独立な解を y1(x), . . . , yn(x)とする. I 上の関数W (x)を次の行列式で定義する.

W (x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) · · · yn(x)
y′1(x) · · · y′n(x)

...
...

y
(n−1)
1 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
この時, 任意の x ∈ I について次の等式が成立することを示せ.

W (x) = W (s) exp
(
−
∫ x

s

a1(u) du
)
.

6.2 レポート問題

レポートの締め切りは (今学期末までという自明なものを除いて)特に設けません.

レポート問題 6.1 (∗ Gaussの超幾何微分方程式と超幾何関数). a, b, c ∈ Rとする. 次の 2階の微分方程式

をGaussの超幾何微分方程式とよぶ.

x(1− x)
d2y

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

dy

dx
− aby = 0 (6.1)

a, b, c /∈ {−1,−2,−3, . . .} ならば, 次の級数で与えられる関数 F (a, b; c;x) が (6.1) の解であることが知られ

ている.

F (a, b; c;x) :=
∑
n≥0

(a)n(b)n
(1)n(c)n

xn = 1 +
ab

c
x+

a(a+ 1)b(b+ 1)

2c(c+ 1)
x2 + · · · .

但し, n ∈ Z≥0 に対し (z)n は次で与えられる.

(z)0 := 1, (z)1 := z, (z)n := z(z + 1) · · · (z + n− 1).

関数 F (a, b; c;x)を Gaussの超幾何関数とよぶ. この問題では, F (a, b; c;x)が (6.1)の級数解であることを

確かめていく.

(1) F (a, b; c;x)の k 次係数を

fk :=
(a)k(b)k
(1)k(c)k

と置く. また
p(x) := (x+ 1)(x+ c), q(x) := (x+ a)(x+ b)

とする. この時, 次式が成立することを示せ.

fk+1 · p(k)− fk · q(k) = 0.

(2) ϑx := x d
dx を Euler微分とよぶ. 任意の 1変数多項式 s(z)に対し, s(ϑx)を形式的に変数 z を ϑx に

置き換えてできる微分作用素とする. この時, 次の等式が成立することを示せ.

s(ϑx)(x
k) = xks(k).
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(3) 次の等式を示せ.

p(ϑx − 1)(F (a, b; c;x)) =
∑
k≥0

xk+1fk+1p(k), q(ϑx)(F (a, b; c;x)) =
∑
k≥0

xkfkq(k).

(4) 微分作用素 Lを
L := p(ϑx − 1)− xq(ϑx)

と定める. 次式が成立することを示せ.

L(F (a, b; c;x)) = 0.

(5) 次の等式を示せ

x−1L = x(1− x)
d2

dx2
+ (γ − (α+ β + 1)x)

d

dx
− αβ.

以上の議論, 特に問 (4)と (5)から, F (a, b; c;x)が (6.1)の級数解であることが分かった.
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