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https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2019S78.html

5 曲線と曲面の幾何 1 (曲率)

行列ないしベクトル X の転置を TX でその表すことにする.

5.1 平面曲線のパラメータ表示

問題 5.1. C は半径 Rの円.

(1) γ′(t) = T(−R sin t, R cos t), γ′′(t) = T(−R cos t,−R sin t).

(2) L(C) =

∫ 2π

0

Rdt = 2πR.

(3) γ̃′(s) = T(− sin(s/R), cos(s/R)) より任意の s に対し |γ̃′(s)| = 1 なので, γ̃ は C の弧長パラメータ

表示.

問題 5.2. s =

∫ t

0

|γ′(u)| duより ds

dt
= |γ′(t)|. 従って

γ̃′(s) =
dγ̃

ds
=

dγ̃

dt

dt

ds
= γ′(t)

1

|γ′(t)|

となり, |γ̃′(s)| = 1が分かる.

問題 5.3. γ(s) = T
(
x(s), y(s)

)
とすると仮定から x′(s)2 + y′(s)2 = 1. 両辺を sで微分して

x′(s)x′′(s) + y′(s)y′′(s) = 0.

一方で γ′(s) = T
(
x′(s), y′(s)

)
と γ′′(s) = T

(
x′′(s), y′′(s)

)
より

γ′(s) · γ′′(s) = x′(s)x′′(s) + y′(s)y′′(s).

従って γ′(s) · γ′′(s) = 0となり. γ′(s) ⊥ γ′′(s) = 0が分かる.

5.2 平面曲線の曲率

問題 5.4. C の弧長パラメータ表示 γ̃(s) = T
(
R cos(s/R), R sin(s/R)

)
から

γ̃′(s) =

(
− sin(s/R)
cos(s/R)

)
, γ̃′′(s) =

(
−R−1 cos(s/R)
−R−1 sin(s/R)

)
を得る. また n(s) = T

(
− cos(s/R), sin(s/R)

)
となる. よって γ̃′′(s) = R−1n(s). つまり κ(s) = R−1.
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問題 5.5. (1) γ′(s) = T
(
cos s2/2, sin s2/2

)
より |γ′(s)| = 1.

(2) γ′′(s) = T
(
−s sin s2/2, s cos s2/2

)
と n(s) = T

(
− sin s2/2, cos s2/2

)
より κ(s) = s.

(3) 0 ≤ s ≤ 20の範囲で図示すると下図のようになる.
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問題 5.6. (1) γ′′(s) = T
(
−θ′′(s) sin θ(s), θ′(s) cos θ(s)

)
, n(s) = T

(
− sin θ(s), cos θ(s)

)
.

(2) (1)より γ′′(s) = θ′(s)n(s)なので θ′(s) = κ(s). これから
∫ b

a

κ(s)ds =

∫ b

a

θ′(s)ds = θ(b)− θ(a).

問題 5.7. 簡単のため弧長パラメータ sを省略して γ = γ(s)などと書くことにする. γ′′ = κnから e′1 = κe2.

よって e′2 = −κe1 を示せば十分.

γ = T
(
x, y

)
とおくと, e1 = γ′ = T

(
x′, y′

)
および e2 = n(s) = T

(
−y′, x′) から e′1 = T

(
x′′, y′′

)
と

e′2 = T
(
−y′′, x′′)を得る. 既に示してある e′1 = κe2 から x′′ = κy′ と y′′ = −κx′ が成立するので, e′2 = −κe1.

問題 5.8. (1) γ(t) = (t, at+ bt)として命題 5.2を用いて計算すると, 曲率は常に 0.

(2) γ(t) = (t, at2 + bt+ c)として命題 5.2を用いて曲率を計算すると, κ(t) = 2a/(1 + (2at+ b)2)3/2.

a > 0なら最大値は t = −b/2a, つまり (x, y) = (−b/2a, c− b2/4a)での 2a, 最小値はなし.

a = 0なら常に 0.

a < 0なら最小値は (x, y) = (−b/2a, c− b2/4a)での 2a, 最大値はなし.

(3) γ(t) = (a cos t, b sin t)として命題 5.2を用いて曲率を計算すると, κ(t) = ab/(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)3/2.

a > bの場合, 最大値は t = 0, π, つまり (x, y) = (±a, 0)での a/b2. 最小値は t = π/2, 3π/2, つまり

(x, y) = (0,±b)での b/a2,

a = bの場合, 曲率は常に 1/a.

(4) γ+(t) = (a cosh t, b sinh t), γ−(t) = (−a cosh t, b sinh t) として命題 5.2 を用いて曲率を計算すると,

κ±(t) = ∓ab/(a2 sinh2 t+ b2 cosh2 t)3/2.

最大値は (x, y) = γ−(0) = (−a, 0)での a/b, 最小値は (x, y) = γ+(0) = (a, 0)での −a/b.

問題 5.9. γ′(t) = T
(
1, sinh t

)
より |γ′(t)| =

√
1 + sinh2 t =

√
cosh2 t = cosh tとなる.

よって曲線の長さは
∫ 1

−1

cosh t dt = [sinh t]1−1 = e− e−1.

また曲率は γ′′(t) = T
(
0, cosh t

)
から κ(t) = cosh t/ cosh3 t = 1/ cosh2 t.

問題 5.10. γ′(t) = T
(
1− cos t, sin t

)
から |γ′(t)| =

√
2(1− cos t) = 2 sin t/2となる.

従って曲線の長さは
∫ 2π

0

2 sin t/2 dt = 8.

また曲率は γ′′(t) = T
(
sin t, cos t

)
から κ(t) = (cos t− 1)/(2 sin t/2)3 = −1/(4 sin t/2).
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5.3 空間曲線の曲率

問題 5.11. パラメータ tを省略して A = A(t), e = e(t)などと書くことにする.

(1) |e| = 1 より e · e = 1. これを微分して e′ · e = 0, つまり n · e = 0 となるので, e と n は直交する.

b = e× nなので, bは eおよび nと直交する. また |e| = 1と |n| = 1から |b| = 1. よって TAA = I3,

つまりAは直交行列. 特にAは逆行列A−1を持つ. するとB = A−1 · d
dtAとなってBは well-defined.

(2) 直交行列なので A−1 = TA. よって TAA = A−1A = I3. この式を tで微分して

A−1 d
dtA+ T

(
d
dtA

)
A = 0.

(1)の議論より B = A−1 · d
dtAなので

TB = T
(

d
dtA

)
· T
(
A−1

)
= T

(
d
dtA

)
A. よって B + TB = 0.

(3) 方程式 d
dtA = AB から (e′, n′, b′) = (e, n, b)B, 特に e′ = eB11 + nB21 + bB31. e

′ と nは平行であり,

また e, b ⊥ nなので B11 = B31 = 0. (2)より B は歪対称なので B13 = B31 = 0.

問題 5.12. 簡単のためパラメータ t を省略して γ = γ(t) などと書く. γ′ = T
(
−a sin t, a cos t, b

)
より

e = T
(
−a sin t, a cos t, b

)
/
√
a2 + b2. すると e′ = T

(
− cos t,− sin t, 0

)
· a/

√
a2 + b2 となるから n = e′/|e′| =

T
(
− cos t,− sin t, 0

)
. よって曲率は

κ = (a/
√
a2 + b2)/

√
a2 + b2 = a/(a2 + b2).

また b = e× n = T
(
b sin t,−b cos t, a

)
/
√
a2 + b2, b′ = T

(
b cos t, b sin t, 0

)
/
√
a2 + b2 と b′ = −τnから捩率は

τ = b/(a2 + b2).

問題 5.13. e = γ′, n = γ′′/|γ′′| と Frenet-Serret公式より κ = |γ′′|. すると b = e× n = γ′ × γ′′/|γ′′| から

b′ = γ′ × γ′′′/|γ′′| − (γ′ × γ′′)γ′′′/|γ′′|2.

一方で Frenet-Serret公式より
b′ = −τn = −τγ′′/|γ′′|.

よって内積 (b′, γ′′)を 2通りに計算すると

(γ′ × γ′′′, γ′′)/|γ′′| = −τ |γ′′|.

左辺は − det(γ′, γ′′, γ′′′)/|γ′′|なので, det(γ′, γ′′, γ′′′) = τ |γ′′|2 = τκ2 を得る.

問題 5.14. (1) 直接計算で

dA

dt
= AB, B21 = −B12 = a/c = κ, B32 = −B23 = b/c = τ.

(2) κ(t) = B21/|γ′(t)|から |γ′(t)| = κ2. Aの第 1列が e(t) = γ′(t)/|γ′(t)|であることから

γ′(t) = T(−aκ2 sin(t/c), aκ2 cos(t/c), bκ2)

となり, これから

γ(t) = T(acκ2 cos(t/c), acκ2 sin(t/c), bκ2t) + v (v ∈ R3 は積分定数).

以上です.


