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5 曲線と曲面の幾何 1 (曲率)

今回 Rn と書いたら, 断らない限り n次元 Euclid空間をさすものとします. また v, w ∈ Rn に対し v · w で
Euclid内積を表し, |v|で Euclid内積に関する長さを表します. また行列ないしベクトル X に対し, TX は X

の転置行列を表します.

5.1 平面曲線のパラメータ表示

定義. 部分集合 C ⊂ R2 を考える. 閉区間 I ⊂ Rと C∞ 級写像

γ : I −→ R2, γ(t) =

(
x(t)
y(t)

)
があって C = γ(I)が成り立つとき, C を平面曲線 (plane curve) と呼ぶ. また写像 γ を C のパラメータ表示

(parametrization) と呼ぶ.

定義 5.1. γ = γ(t) : I = [a, b] → R2 を平面曲線 C のパラメータ表示とする．

(1) γ′(t) =

(
x′(t)

y′(t)

)
を接ベクトルまたは速度ベクトルと呼び, γ′′(t) =

(
x′′(t)

y′′(t)

)
を加速度ベクトルと呼ぶ.

(2) 曲線 C の長さ L(C)を次式で定める.

L(C) :=

∫ b

a

|γ′(t)| dt =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

(3) 任意の t ∈ I に対して |γ′(t)| = 1であるとき, γ は弧長パラメータ表示であるという.

問題 5.1 (∗). R ∈ R>0 とする. パラメータ表示 γ : I = [0, 2π] → R2, γ(t) = T
(
R cos t, R sin t

)
を持つ平面

曲線 C を考える.

(1) γ′(t)と γ′′(t)を求めよ.

(2) C の長さを求めよ.

(3) γ̃ : [0, 2πR] → R2, γ̃(s) := T
(
R cos(s/R), R sin(s/R)

)
は C の弧長パラメータ表示であることを示せ.

問題 5.2 (∗). 平面曲線 C のパラメータ表示 γ(t)において, パラメータが [0, t]を動いたときの曲線の長さ

s :=

∫ t

0

|γ′(u)| du

は tの関数である．このとき, 逆に tを sの関数とみなして γ̃(s) := γ(t(s))と定めるとき, γ̃(s)は C の弧長

パラメータ表示であることを示せ.

問題 5.3 (∗). γ(s)を平面曲線 C の弧長パラメータ表示とするとき, γ′(s) = d
dsγ(s)と γ′′(s) = d2

ds2 γ(s)は直

交することを示せ.
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5.2 平面曲線の曲率

この節では曲線と言ったら平面曲線を意味するものとする.

定義. γ(s)を曲線 C の弧長パラメータ表示とする. 接ベクトル γ′(s) =

(
x′(s)

y′(s)

)
を反時計方向に 90◦ 回転さ

せて得られる以下のベクトル n(s) を単位法線ベクトル (unit normal vector) という．

n(s) :=

(
−y′(s)
x′(s)

)
弧長パラメータ表示の定義 5.1 (3)から任意の sについて |γ′(s)| = 1なので |n(s)| = 1, つまり単位法線ベ

クトルは単位ベクトルである. また問題 5.3より γ′′(s)は n(s)と平行なので次のように書ける.

γ′′(s) = κ(s)n(s), κ(s) ∈ R (5.1)

定義. 式 (5.1)で定まる κ(s) ∈ Rを曲線 C の点 γ(s)における曲率 (curvature) という．

曲率は
κ(s) := γ′′(s) · n(s) = det

(
γ′(s), γ′′(s)

)
とも表せる．また |κ(s)| = |γ′′(s)|が成り立つ．

問題 5.4 (∗). 問題 5.1の曲線 C の曲率を求めよ.

問題 5.5 (∗ クロソイド). 次のパラメータ表示 γ : [0,∞] → R2 を持つ曲線を考える.

γ(s) :=

(
x(s)
y(s)

)
, x(s) :=

∫ s

0

cos(u2/2) du, y(s) :=

∫ s

0

sin(u2/2) du.

(1) γ(s)が弧長パラメータ表示であることを示せ.

(2) 曲率 κ(s)を求めよ.

(3) この曲線を図示せよ

問題 5.6 (∗). 弧長パラメータ表示 γ(s) : [a, b] → R2 を持つ曲線を考える. 関数 θ(s)を次式で定める.

γ′(s) =

(
cos θ(s)
sin θ(s)

)
.

(1) γ′′(s)と n(s)を θ(s)を用いて表せ.

(2) 次の 2つの等式を示せ.

θ′(s) = κ(s), θ(b)− θ(a) =

∫ b

a

κ(s) ds.

問題 5.7 (∗). 弧長パラメーター γ(s)を持つ曲線 C を考える. e1(s) := γ′(s), e2(s) := n(s)とする. このと

き以下の行列の等式が成立することを示せ. この等式を平面曲線の Frenet-Serretの公式と呼ぶ.

(
e′1(s), e

′
2(s)

)
=
(
e1(s), e2(s)

)( 0 −κ(s)
κ(s) 0

)
.

命題 5.2. γ(t) =
(
x(t), y(t)

)
を曲線 C の (弧長パラメータ表示とは限らない) パラメータ表示とする. この

時, C の γ(t)における曲率 κ(t)について

κ(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)(

x′(t)2 + y′(t)2
)3/2 =

det
(
γ′(t), γ′′(t)

)
|γ′(t)|3

.
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問題 5.8 (∗ 二次曲線). 以下の曲線の各点での曲率を求めよ. また曲率の最大値と最小値およびそれらを与え

る点を求めよ.

(1) 直線 y = ax+ b.

(2) 放物線 y = ax2 + bx+ c.

(3) 楕円 x2/a2 + y2/b2 = 1. 但し a ≥ b > 0とする.

(4) 双曲線 x2/a2－ y2/b2 = 1. 但し a ≥ b > 0とする.

問題 5.9 (∗ カテナリー). パラメータ表示 γ : [−1, 1] → R2, γ(t) = T
(
t, cosh t

)
を持つ曲線の長さと点 γ(t)

における曲率を計算せよ.

問題 5.10 (∗ サイクロイド). パラメータ表示 γ : [0, 2π] → R2, γ(t) = T
(
t− sin t, 1− cos t

)
を持つ曲線の長

さと点 γ(t)における曲率を計算せよ.

5.3 空間曲線の曲率

この節では空間 R3 内の曲線を考える. 空間ベクトル v = t(x1, y1, z1), w = t(x2, y2, z2) ∈ R3 の外積

v × w :=

y1z2 − z1y2
z1x2 − x1z2
x1y2 − y1x2


は v と wに垂直で, また v と wのなす角度を θとすると |v×w| = |v| |w| sin θとなることを思い出しておく.

定義. 部分集合 C ⊂ R3 を考える. 閉区間 I ⊂ Rと C∞ 級写像

γ : I −→ R3, γ(t) =

x(t)
y(t)
z(t)


があって C = γ(I) が成り立つとき, C を空間曲線 (space curve) と呼ぶ. また写像 γ を C のパラメータ表

示と呼ぶ.

定義 5.3. 空間曲線 C がパラメータ表示 γ : I −→ R3, γ(t) = T
(
x(t), y(t), z(t)

)
をもつとする.

(1) γ′(t) = T
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
を接ベクトルないし速度ベクトルと呼ぶ.

(2) e(t) := γ′(t)/|γ′(t)|を方向ベクトルと呼ぶ.

(3) n(t) := e′(t)/|e′(t)|を単位法線ベクトルと呼ぶ.

(4) e(t)と n(t)の外積を b(t) := e(t)× n(t)と書く.

問題 5.11 (∗). γ(t)を空間曲線 C のパラメータ表示とし, 定義 5.3の記号を用いる. e(t), n(t), b(t) ∈ R3 を

縦ベクトルと考えて, 3× 3行列 A(t) :=
(
e(t), n(t), b(t)

)
を定める. また行列 B(t)を次式で定める.

d

dt
A(t) = A(t)B(t). (5.2)

(1) A(t)が直交行列であること, また上に書いたような B(t)が存在することを示せ.

(2) TB(t) +B(t) = 0となることを示せ.

(3) B(t)の (1, 3)成分 B13(t)および (3, 1)成分 B31(t)は常に 0であることを示せ.
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定義. 引き続き定義 5.3の記号を用いる. 問題 5.11 より行列 B(t)は

B(t) =

 0 −B21(t) 0
B21(t) 0 −B32(t)

0 B32(t) 0


の形に書ける. この時, κ(t) := B21(t)/|γ′(t)| を曲率 (curvature), τ(t) := B32(t)/|γ′(t)| を捩率 (れいりつ,

torsion) という. そして等式 (5.2)を空間曲線の Frenet-Serretの公式と呼ぶ.

tが弧長パラメータ sであれば, Frenet-Serretの公式は以下のように書ける.

(
e′(s), n′(s), b′(s)

)
=
(
e(s), n(s), b(s)

) 0 −κ(t) 0
κ(t) 0 −τ(t)
0 τ(t) 0

 .

問題 5.12 (∗ 螺旋). a, b ∈ R>0 とする. パラメータ表示 γ(t) = T
(
a cos t, a sin t, bt

)
で与えられる空間曲線の

曲率 κ(t)と捩率 τ(t)を求めよ.

問題 5.13 (∗). 弧長パラメータ表示 γ(t) = T (x(t), y(t), z(t))を持つ空間曲線の捩率 τ(t)について, 次の等式

が成立することをを示せ.

τ(t) =
1

κ(t)2
det

 x′(t) y′(t) z′(t)
x′′(t) y′′(t) z′′(t)
x′′′(t) y′′′(t) z′′′(t)

 .

問題 5.14 (∗). 曲率と捩率が一定, つまり κ(t) = κ, τ(t) = τ となる曲線のパラメータ表示 γ(t)を求めたい.

与えられた κ, τ ∈ R, (κ, τ) ̸= (0, 0)に対して a, b, c ∈ Rを次で定める.

a :=
κ√

κ2 + τ2
, b :=

τ√
κ2 + τ2

, c :=
1√

κ2 + τ2
.

(1) 次の A(t)が問題 5.11の微分方程式 (5.2)の解であることを示せ.

A(t) :=

−a sin(t/c) − cos(t/c) b sin(t/c)
a cos(t/c) − sin(t/c) −b cos(t/c)

b 0 a

 .

(2) γ(t)を求めよ.

5.4 レポート問題

レポート問題 5.1 (∗). 任意に与えられた C∞ 級関数 κ(t)に対して, パラメータ表示 γ(t)を持つ平面曲線 C

であって各点 γ(t)での曲率が κ(t)となるものが存在し, またそのような C は回転と平行移動を除いて一意に

定まることを示せ.
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以上です.


