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4 Lebesgue積分 1 (測度論)

4.1 可測空間

問題 4.1. {x} ∈ 2S だから =⇒は明らか. 逆に任意の x ∈ S に対し {x} ∈ M だと仮定する. 任意の部分集

合 T ⊂ S について, 可算集合 I が存在して T = {xi | i ∈ I}と書けるから T = ∪i∈I{xi} ∈ M .

4.2 測度空間

問題 4.2. §4.1の例より (S, 2S)は可測空間であるから, µが測度の条件を満たすことを示せばよい. µの値域

が [0,∞] にあることと µ(∅) = 0 は定義から明らか. σ 加法性を確認する. I := {n ∈ Z>0 | Mn ̸= ∅} とす
る. I = {n ∈ Z>0 | µ(Mn) ≥ 1}に注意する. M := ∪n≥1Mn = ⊔n≥1Mn が無限集合なら I は無限集合で,

µ(M)と
∑

n≥1 µ(Mn)は共に∞となり等しい. M が有限集合なら I は有限集合で, M = ⊔n≥1Mn より

µ(M) =
∑

x∈M 1 =
∑

n∈I

∑
x∈Mn

1 =
∑

n∈I µ(Mn) =
∑

n≥1 µ(Mn).

問題 4.3. 前問 4.2 と同様に σ 加法性のみ非自明である. M := ∪n≥1Mn = ⊔n≥1Mn とする. x ∈ M なら

x ∈ Mn となる nが唯一存在する. 従って µ(M)と
∑

n≥1 µ(Mn)は共に 1となり等しい. 一方 x ̸∈ M なら

任意の nについて x ̸∈ Mn だから, µ(M)と
∑

n≥1 µ(Mn)は共に 0となり, やはり等しい.

問題 4.4. Mn = M1 ⊔
⊔n−1

k=1 Mk+1 \Mk, M = M1 ⊔
⊔

k≥1 Mk+1 \Mk だから, σ 加法性より

µ(M) = µ(M1) +
∑
k≥1

µ(Mk+1 \Mk) = lim
n→∞

(
µ(M1) +

n−1∑
k≥1

µ(Mk+1 \Mk)
)
= lim

n→∞
µ(Mn).

問題 4.5. まず有限個のM1, . . . ,Mn についての劣加法性を nに関する帰納法で示す.

n = 1 のときは何もすることはない. n = 2 のとき, M1 ∪ M2 = M2 ⊔ (M1 \ M2) と σ 加法性から

µ(M1 ∪M2) = µ(M2) + µ(M1 \M2). またM1 \M2 ⊂ M1 に単調性を使って µ(M1 \M2) ≤ µ(M1). これ

らを合わせて µ(M1 ∪M2) ≤ µ(M2) + µ(M1).

n以下で成立すると仮定すると, ∪n
k=1Mk = Mn⊔(∪n−1

k=1Mk\Mn)と σ加法性から µ(∪n
k=1Mk) = µ(Mn)+

µ(∪n−1
k=1Mk \ Mn). 単調性より µ(∪n−1

k=1Mk \ Mn) ≤ µ(∪n−1
k=1Mk). また帰納法の仮定から µ(∪n−1

k=1Mk) ≤∑n−1
k=1 µ(Mk). 以上から µ(∪n

k=1Mk) ≤
∑n

k=1 µ(Mk).

次に可算無限個の Mn 達について示す. M := ∪n≥1Mn, Ln := ∪n
k=1Mk とすると L1 ⊂ L2 ⊂ · · ·,

∪n≥1Ln = M なので, 増大列連続性より µ(M) = limn→∞ µ(Ln). 既に示した有限個の場合の劣加法性より

µ(Ln) ≤
∑n

k=1 µ(Mk). よって

µ(M) = lim
n→∞

µ(Ln) ≤ lim
n→∞

∑n
k=1µ(Mk) =

∑
k≥1µ(Mk).

問題 4.6. Mn = M ⊔
⊔

k≥n Mk \Mk+1 と σ 加法性より

µ(Mn) = µ(M) +
∑

k≥nµ(Mk \Mk+1). (∗)
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特に n = 1 とすると ∞ > µ(M1) ≥
∑

k≥1 µ(Mk \ Mk+1). これから limn→∞
∑

k≥n µ(Mk \ Mk+1) = 0.

従って (∗)で n → ∞として limn→∞ µ(Mn) = µ(M).

4.3 Borel集合族

問題 4.7. 与えられたN ⊂ 2S に対しM := 2S はN を含む σ 加法族だから, σ[N ] :=
∩

M M の右辺は空

集合ではない. σ[N ]が σ 加法族であることは, 定義の右辺に現れる任意のM は σ 加法族の定義の三条件を

満たすので, σ[N ]自身も三条件を満たすことから分かる. また σ[N ] ⊃ N は右辺のM の条件から明らか.

最小性は, N を含む σ 加法族が右辺に必ず現れることから従う.

問題 4.8. σ 加法族の定義の三条件を確認する. ∅ ∈ M より ∅ = ∅ ∩ S ∈ M |S . M ∈ M |S をM = S ∩N ,

N ∈ M と書けば, N c = T \N ∈ M よりM c = S \M = (T \N)∩S = N c∩S ∈ M |S . 最後にMk ∈ M |S
をMk = S ∩Nk, Nk ∈ M と書けば, ∪k≥1Nk ∈ M より ∪k≥1Mk = (∪k≥1Nk) ∩ S ∈ M |S .

問題 4.9. x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd とする. n ∈ Z>0 に対し In :=
∏d

k=1(xk − 1/n, xk] とすれば In は左開区

間で ∩n≥1In = {x}. よって {x} ∈ B(Rd).

4.4 Borel集合族上の Lebesgue測度

問題 4.10. m,n ∈ Z>0 に対し Hm,n := (−1/n, 0]× (−m,m]d−1, Hm := {0} × (−m,m]d−1 とする. mを

固定すれば Hm,n ↘ Hm であり, µ(Hm,n) = (2m)d−1/nより limn→∞ µ(Hm,n) = 0. 従って減少列連続性よ

り µ(Hm) = limn→∞ µ(Hm,n) = 0. 一方 Hm ↗ H と増大列連続性より µ(H) = limm→∞ µ(Hm) = 0.

問題 4.11. I◦ ⊂ I ⊂ I より µ(I◦) ≤ µ(I) ≤ µ(I)なので µ(I◦) = µ(I)を示せば十分. 座標軸に垂直な超平

面 H については問題 4.10と同様の議論で µ(H) = 0. すると I \ I◦ は d個の座標軸に垂直な超平面の合併に

含まれるから µ(I \ I◦) = 0. よって µ(I) = µ(I◦) + µ(I \ I◦) = µ(I◦).

4.5 測度の完備化

問題 4.12. C ∈ (M |T )µ は次の条件 (∗) と同値: (∗) A, Ã ∈ M が存在して A ∩ T ⊂ C ⊂ Ã ∩ T かつ

µ((Ã ∩ T ) \ (A ∩ T )) = 0. (∗) なら C ∈ M µ かつ C ⊂ T なので C ∈ M µ|T . 逆に C ∈ M µ|T なら
C = B ∩ T , C ∈ M µ と書けて, B に対して A, Ãを定義のようにとれば, これらが (∗)を満たす.

4.6 Lebesgue測度

問題 4.13. 平行移動不変性から c = 0 としてよい. 左開区間 I =
∏d

i=1(ai, bi] に対しては Borel 集合上の

Lebesgue測度 µ の定義より det(T )µ(φ−1(I)) = µ(I). すると µの一意性から任意の Borel可測集合に対し

て結論が成立する. 完備化は一意に存在するので, 任意の Lebesgue可測集合に対しても成立する.

以上です.


