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4 Lebesgue積分 1 (測度論)

集合 S の部分集合全体のなす集合を 2S と書きます.

4.1 可測空間

定義. S を集合とする. 次の三条件を満たす S の部分集合の族M ⊂ 2S を σ 加法族 (σ-algebra, σ-field) と

呼ぶ.

• ∅ ∈ M . • M ∈ M ならばM c := S \M ∈ M .

• Mn ∈ M (n = 1, 2, . . .) ならば ∪n≥1Mn ∈ M .

また集合 S と σ 加法族 M の組 (S,M ) を可測空間 (measurable space) と呼び, M の元 M は可測

(measurable) であるという.

例. 任意の集合 S に対し, (S, {∅, S})と (S, 2S)はともに可測空間である.

問題 4.1 (∗). 可算集合 S 上の可測空間 (S,M ) について次を示せ: M = 2S ⇐⇒ 任意の x ∈ S に対し

{x} ∈ M .

4.2 測度空間

定義. (S,M )を可測空間とする. M 上の関数

µ : M −→ [0,∞] = R≥0 ∪ {∞}

が以下の二条件を満たすとき, (M , µ)または単に µを測度 (measure)と呼び, (S,M , µ)を測度空間 (measure

space) と呼ぶ.

• µ(∅) = 0.

• (完全加法性, 可算加法性または σ 加法性）Mn ∈ M (n = 1, 2, . . .) が互いに交わらないとき

µ
(∪
n≥1

Mn

)
=

∑
n≥1

µ(Mn).

問題 4.2 (∗). 集合 S に対し µ : 2S → [0,∞]を

µ(M) :=

{∑
x∈M 1 (M が有限集合)

∞ (M が無限集合)
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と定めると, (S, 2S , µ) が測度空間になることを示せ. この測度 µ を S の個数測度 (counting measure) と

呼ぶ.

問題 4.3 (∗). 集合 S とその元 x ∈ S に対し δx : 2S → [0,∞]を

δx(M) :=

{
1 (x ∈ M)

0 (x /∈ M)

と定めると, (S, 2S , δx)が測度空間になることを示せ. この測度 δx を xにおけるDirac測度と呼ぶ.

集合Mn (n = 1, 2, . . .) がM1 ⊂ M2 ⊂ · · ·および ∪n≥1Mn = M を満たすとき, Mn ↗ M と書く. また

M1 ⊃ M2 ⊃ · · ·および ∩n≥1Mn = M を満たすとき, Mn ↘ M と書く.

定理 4.2.1. 測度空間 (S,M , µ)とM ∈ M およびMn ∈ M (n = 1, 2, . . .)に対し, 以下の性質が成立する.

単調性: M1 ⊂ M2 なら µ(M1) ≤ µ(M2).

劣加法性: µ(∪n≥1Mn) ≤
∑

n≥1 µ(Mn).

増大列連続性: Mn ↗ M ならば limn→∞ µ(Mn) = µ(M).

減少列連続性: Mn ↘ M かつ µ(M1) < ∞ならば limn→∞ µ(Mn) = µ(M).

単調性はM2 = M1 ⊔ (M2 \M1)に σ 加法性を用いて µ(M2) = µ(M1) + µ(M2 \M1) ≥ µ(M1) と示せる.

問題 4.4 (∗). 定理 4.2.1の増大列連続性を示せ.

問題 4.5 (∗). 定理 4.2.1の劣加法性を示せ.

(まず有限個のM1, . . . ,Mn について µ(∪n
k=1Mk) ≤

∑n
k=1 µ(Mk)を示すとよい.)

問題 4.6 (∗). 定理 4.2.1の減少列連続性を示せ.

4.3 Borel集合族

定義 4.3.1. 集合 S の部分集合の族L ⊂ 2S に対し

σ[L ] :=
∩
M

M

と定める. 但しM は S の σ 加法族であってM ⊃ L となるもの全体を走る. この σ[L ]はL を含む最小の

σ 加法族である. これをL が生成する σ 加法族と呼ぶ.

問題 4.7 (∗). σ[L ]がL を含む最小の σ 加法族であることを確認せよ.

定義 4.3.2. 集合 T とその部分集合 S ⊂ T および T の σ 集合族M ⊂ 2T に対し,

M |S := {M ∩ S | M ∈ M }

は S の σ 加法族である. この M |S をM の S への制限と呼ぶ.

問題 4.8 (∗). M |S が S の σ 加法族であることを確認せよ.

以上の準備を用いて Rd の σ 加法族である Borel集合族を定義する.
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定義. (1) R := [−∞,∞] = R ∪ {±∞} とする. I ⊂ Rd
が左開区間であるとは I =

∏d
j=1 Ij , Ij =

(aj , bj ] ⊂ Rと書けることとする. Rd
が左開区間全体のなす集合を I d と書く.

(2) S ⊂ Rd の Borel集合族 B(S)を次のように定義する.

B(S) := σ[I d
∣∣
S
].

またB(Rd)の元M ⊂ Rd を Borel(可測)集合と呼ぶ.

注意. Rd の Euclid位相に関する開集合全体を Od と書くとB(Rd) = σ[Od]となることが知られている. 証

明は [吉田, p.29 定理 1.4.1]を参照せよ.

問題 4.9 (∗). 任意の元 x ∈ Rd について一点集合 {x}は Borel可測集合であることを示せ.

4.4 Borel集合族上の Lebesgue測度

定理 4.4.1. 可測空間 (Rd,B(Rd))上の測度 µであって次の性質を満たすものが唯一存在する:

J =

d∏
j=1

(ai, bi] ∩ Rd (ai, bi ∈ R, ai ≤ bi) に対し µ(J) =

d∏
j=1

(bj − aj).

(但し 0と∞の積は 0とする.) この µを Borel集合族上の Lebesgue測度と呼ぶ.

この主張の証明は [吉田, §5.2]を参照せよ.

以下の問題 4.10, 4.11では Lebesgue測度による測度空間 (Rd,B(Rd), µ)を考える.

問題 4.10 (∗). 超平面 H = {(x1, . . . , xd) ∈ Rd | x1 = 0} の Lebesgue測度が µ(H) = 0となることを示せ.

問題 4.11 (∗). 左開区間 I ⊂ Rd に対し µ(I◦) = µ(I) = µ(I)となることを示せ. 但し I◦ と I はそれぞれ I

の (Euclid位相に関する)内部と閉包を表す.

4.5 測度の完備化

この副節を通して (S,M , µ)を測度空間とする.

定義. (1) N ⊂ S は次の条件を満たす Ñ ∈ M が存在するとき µ 零集合または単に零集合と呼ばれる:

N ⊂ Ñ かつ µ(Ñ) = 0. µ零集合全体のなす集合をN µ ⊂ 2S と書く.

(2) N µ ⊂ M のとき測度 µは完備 (complete) であるという.

定理 4.5.1. (1) B ⊂ S に対し

M µ := {B ⊂ S | A, Ã ∈ M で A ⊂ B ⊂ Ãかつ µ(Ã \A) = 0となるものが存在 }

とするとM µ = σ[M ∪ N µ]. 但し右辺は定義 4.3.1で与えた σ 加法族.

(2) B ∈ M µ に対し, (1)の条件を満たす A ∈ M を取って µ∗(B) := µ(A)と定めると, 関数 µ∗ : M µ →
[0,∞]が well-definedであり, 更に (S,M µ, µ∗)は測度空間になる.

(3) 測度 µ∗ は完備である,
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(4) (S,L , λ) が測度空間であってM ⊂ L , λ|L = µ かつ λ は完備だとする. この時M µ ⊂ L かつ

λ|Mµ = µ∗.

この主張の証明は [吉田, 命題 3.1.2]を参照せよ.

問題 4.12 (∗). T ∈ M なら (M |T )µ = M µ|T となることを示せ. 但し M |T は定義 4.3.2で与えたM の

制限.

定義. 定理 4.5.1の測度空間 (S,M µ, µ∗)を (S,M , µ)の完備化 (completion) という. または単に測度 µ∗ を

µの完備化という.

4.6 Lebesgue測度

定義. (1) 定理 4.4.1の測度空間 (Rd,B(Rd), µ) の完備化を (Rd,L d, µ∗)と表す. また (L d, µ∗)を Rd 上

の Lebesgue測度と呼ぶ.

(2) L d の元を Lebesgue可測集合と呼ぶ.

(3) S ⊂ Rd に対し L d の S への制限 L d
∣∣
S
(定義 4.3.2) を L d(S) と書く. またこれから定まる測度

(L d(S), µ∗|S)を S 上の Lebesgue測度と呼ぶ.

命題 4.6.1. Lebesgue 測度 (L d, µ) は平行移動不変. つまり任意の B ∈ L d, c ∈ Rd に対し, B + c :=

{b+ c | b ∈ B}とすると µ∗(B + c) = µ∗(B).

証明は [吉田, 命題 3.2.3]を参照せよ.

問題 4.13 (∗∗). T を d次対角行列で対角成分は全て正の実数のものとする. また c ∈ Rd とし, φ : Rd → Rd

を φ(x) := Tx+ cで定める. この時 B ∈ L d なら φ−1(B) ∈ L d かつ µ∗(φ−1(B)) = µ∗(B)/det(T )となる

ことを示せ.

4.7 レポート問題

レポート問題 4.1 (∗). (R,B(R), µ) を Lebesgue 測度空間とする. 非可算部分集合 K ∈ B(R) であって
µ(K) = 0となるものを一つ挙げよ.

レポート問題 4.2 (∗∗). n ∈ Z>0 とする. 濃度 nの有限集合 [n] := {1, 2, . . . , n}に対し, ([n],M )が可測集

合となるようなM は全部でいくつあるか ?
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以上です.


