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3 群論 1 (基本概念)

3.1 群の定義

問題 3.1. 群の 3条件を確認する.

(結合律) A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j) ∈ GLn(C) に対し (AB)C = A(BC)を示せばよい. AB の (i, j)

成分が
∑n

k=1 ai,kbk,j となることから, (AB)C の (i, j) 成分は
∑n

l=1(
∑n

k=1 ai,kbk,l)cl,j . 同様に A(BC) の

(i, j)成分は
∑n

k=1 ai,k(
∑n

l=1 bk,lcl,j). Cが環であることから両者は一致する.

(単位元) 単位行列 In ∈ GLn(C)は任意の A ∈ GLn(C)に対し AIn = InA = A を満たすので, 今考えている

積に関する単位元である.

(逆元の存在) A ∈ GLn(C)の逆行列 A−1 ∈ GLn(C) は AA−1 = A−1A = In を満たす.

問題 3.2. n = 1なら可換群であり, n ≥ 2なら可換群ではない.

3.2 元の位数, 有限群の位数, 巡回群

問題 3.3. (1) G ̸= {e}と仮定してよい. 任意の元 g ∈ G \ {e}について {gn | n ∈ Z}を考えると, これは G

の部分集合. Gは有限集合だから, あるm,n ∈ Zが存在して m ̸= nかつ gm = gn. これから g|m−n| = eと

なり, g の位数は |m− n|以下である.

(2) m,n ∈ Zが互いに素なので, am + bn = 1となる a, b ∈ Zがある. すると g = gam+bn = (gm)a(gn)b =

ee = e.

問題 3.4. |Sn| = n!.

問題 3.5. ζn := exp(2π
√
−1/n)とすれば, ζn ∈ Gでかつ ζn の位数は n. また G = {ζkn | k = 0, 1, . . . , n−

1} = ⟨ζn⟩となるので, Gは位数 nの巡回群.

問題 3.6. 群であることの証明は略. Z/nZ = ⟨1⟩, 1の位数は nになるので, Z/nZは位数 nの巡回群である.

問題 3.7. (1) x軸の正の部分の上にある頂点の番号 k (1 ≤ k ≤ n) に注目して n通り.

(2) Pn の表が上のときと裏が上のときの各々に対して (1)を適用して, 全部で 2n通り．これらの置き方をそ

れぞれ (表, k), (裏, k)と書くことにする．

(3) an = 1と b2 = 1は明らか. ba = a−1bは, 例えば (表, 1)が両辺でどの置き方に変わるかを調べれば分か

る. 実際, baによって (表, 1) 7→ (表, 2) 7→ (裏, 2) であり, a−1bによって (表, 1) 7→ (裏, 1) 7→ (裏, 2) である.

または aと bを一次変換の行列で表示するか, 複素数の掛け算と複素共役で表して証明できる.

(4) an = 1より 0 ≤ k ≤ n− 1としてよい. このとき (3)の ba = a−1bを繰り返し用いて bak = (ba)ak−1 =

(a1b)ak−1 = a−2bak−2 = · · · = a−kb. また, このとき (akb)2 = ak(bak)b = aka−kbb = 1.

(5) {1, a, a2, . . . , an−1, b, ab, a2b, . . . , an−1b} ⊂ Dn は明らかなので, 任意の g ∈ Dn が ak または akbの形に

書けることを示せばよい. ここで g によって置き方 (表, 1)が移った置き方に注目する. g : (表, 1) 7→ (表, k)

のとき g = ak であり, g : (表, 1) 7→ (裏, k)のとき g = akbである．
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3.3 部分群, 正規部分群

問題 3.8. まず部分群であることを示す. 単位行列は SLn(C)の元である. A,B ∈ SLn(C)なら det(AB) =

detA detB = 1よりAB ∈ SLn(C). またA ∈ SLn(C)なら det(A−1) = (detA)−1 = 1よりA−1 ∈ SLn(C).
よって SLn(C) は GLn(C) の部分群. 次に任意の A ∈ SLn(C) と B ∈ GLn(C) を取ると, det(B−1AB) =

(detB)−1 detA detB = 1なので B−1AB ∈ SLn(C). よって SLn(C) ◁GLn(C).

問題 3.9. (1) 問題文中の s1s2 の計算を使うと, s1s2s1 は

s1s2s1 = (s1s2)s1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
◦
(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
.

となる. 同様に s2s1s2 が次のように計算できて, s1s2s1 = s2s1s2 が分かる.

s2s1s2 = s2(s1s2) =

(
1 2 3
1 3 2

)
◦
(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
.

(2) s21 = s22 = idと (1)の s1s2s1 = s2s1s2 から以下のようになるので, s1s2 の位数は 3.

(s1s2)
2 = (s1s2s1)s2 = (s2s1s2)s2 = s2s1 ̸= id, (s1s2)

3 = (s1s2)(s2s1) = id

(3) 部分群は以下の 6個. このうち可換群なのは S3 以外の 5つ. 実際, その 5つは全て巡回群である.

{id}, {id, s1}, {id, s2}, {id, s1s2s1}, {id, s1s2, s2s1}, S3 = {id, s1, s2, s1s2s1, s1s2, s2s1}.

(これで部分群が尽くされることを示すには, 次のように議論すれば良い:

s3 := s1s2s1 = s2s1s2, c := s1s2 とおく. s2s1 = c2 より S3 = {id, s1, s2, s3, c, c2}と書ける.

位数 2の元は s1, s2, s3の 3つ, 位数 3の元は c, c2の 2つ. これらがそれぞれ生成する部分群は {id, s1},
{id, s2}, {id, s3}, {id, c, c2}の 4つ.

部分群 H ⊂ S3 が位数 2の異なる 2元 s, s′ を含むと仮定する. 残りの位数 2の元は sと s′ のいくつか

の積で書ける. また積 ss′ は cまたは c2 である. 従って必ず H = S3 となる.

次に部分群 H ⊂ S3 が位数 2の元 sと位数 3の元 tを含むとする. 積 stは位数 2の元 s′ ̸= sになるの

で, 再び s, s′ について前の議論を適用して, H = S3 となることが分かる.)

3.4 直積群, 群の同型

問題 3.10. 略.

問題 3.11. 問題 3.5の群 Gの生成元 ζn を用いて, 写像 f : G → Z/nZを f(ζkn) := k mod nで定めると, こ

れは群の同型写像を与える.

問題 3.12. G := (Z/3Z)× (Z/2Z)が位数 6の巡回群であることを示せばよい. Z/3Z = ⟨a⟩, Z/2Z = ⟨b⟩と
書く. ただし a3 = 1, b2 = 1．このとき G = ⟨a⟩ × ⟨b⟩の積は (ai, bj) · (ak, bl) = (ai+k, bj+l)と書ける. ここ

で α := (a, b) ∈ ⟨a⟩ × ⟨b⟩ とおけば ⟨α⟩ = {1, α, . . . , α5} = G が成り立つ. よって Gは Z/6Zと同型である.

問題 3.13. Z/8Zと (Z/4Z) × (Z/2Z)は可換群である. 一方で, D4 は可換群ではない. 実際, 問題 3.7の記

号で ab = ba−1 = ba3 ̸= ba. よって，最初の 2つの群と D4 は同型とはならない．

次に, Z/8Zと (Z/4Z) × (Z/2Z)が同型でないこと示す. そのためには (Z/4Z) × (Z/2Z)が巡回群でない
ことを示せばよい. 問題 3.12の解答と同様に (Z/4Z)× (Z/2Z) = ⟨a⟩ × ⟨b⟩ と書く. ただし a4 = b2 = 1であ

る. このとき, 任意の元 α = (ai, bj) ∈ ⟨a⟩ × ⟨b⟩ に対して α4 = (a4i, b4j) = (1, 1)が成り立つので, 8乗して

初めて単位元になるような元は存在しない. よって (Z/4Z)× (Z/2Z)は巡回群ではない.

以上です.


