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数学演習VII・VIII 4月 18日分解答*1
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https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2019S78.html

2 復習 2 (位相空間と連続写像)

2.1 位相空間の基本概念

問題 2.1. 位相空間の定義の三条件を確認する.

• ∅ ∈ T は自明に成立する. 近傍系の一番目の条件から X ∈ T が従う.

• O1, O2 ∈ T として x ∈ O1 ∩ O2 を任意にとる. x ∈ O1 と O1 ∈ T より, ある U1 ∈ Ux が存在して

U1 ⊂ O1. 同様にある U2 ∈ Ux が存在して U2 ⊂ O2. 近傍系の二番目の条件から, ある V ∈ Ux が存在

して V ⊂ U1 ∩ U2. すると V ⊂ O1 ∩O2. 従って位相空間の二番目の条件が成立する.

• {Oi | i ∈ I} ⊂ T が与えられたとして, O := ∪i∈IOi とおく. 任意の x ∈ O に対し, ある j ∈ I が存在

して x ∈ Oj となる. Oj ∈ T なので, ある Ux ∈ Ux が存在して Ux ⊂ Oj . すると Ux ⊂ O となるので,

位相空間の三番目の条件が成立する.

以上で証明できた. なお近傍系の三番目の条件はこの問題では使わない.

問題 2.2. 近傍系の定義の三条件を確認する.

• x ∈ U(x; ε)は U(x; ε)の定義から明らか.

• 任意の U1, U2 ∈ Ux は ε1, ε2 ∈ R>0 を用いて U1 = U(x; ε1), U2 = U(x; ε2) と書けるが, このとき

U3 := U(x;min(ε1, ε2))とすれば, U3 ∈ Ux かつ U3 ⊂ U1 ∩ U2. (より正確には U3 = U1 ∩ U2.)

• U = U(x; ε) ∈ Ux とする. y ∈ U に対し V := U(y; ε− |x− y|)と定めれば, V ∈ Uy かつ V ⊂ U .

問題 2.3. (1) R \ Nが開集合であることが簡単に示せるので, Nは閉集合.

(2) A = (−1, 1)となるので, これは開集合.

2.3 連続写像

問題 2.4. 略.

問題 2.5. 同値関係の三条件を確認する. 反射律: 恒等写像 idX : X → X は同相写像なので X ≃ X.

対称律: f : X → Y が同相写像ならその逆写像 f−1 : Y → X も同相写像なので, X ≃ Y なら Y ≃ X.

推移律: f : X → Y と g : Y → Z が同相写像ならば合成写像 g ◦ f : X → Z も同相写像なので, X ≃ Y かつ

Y ≃ Z ならば X ≃ Z.

2.4 部分空間とコンパクト性

問題 2.6. (1) 同相写像である. f の連続性は連続写像の商であることから従う. f が全単射であることは,

x ≥ 0なら f(x) = 1− 1/(1 + x), x ≤ 0なら f(x) = 1/(1− x)− 1と変形すれば f が単調増加だと分
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かって, これから簡単に従う.

(2) 同相写像ではない. (1, 0) ∈ Y は Y の内点だが, その逆像である 0 ∈ X は X の内点ではない.

(3) 同相写像である. f の連続性は (1) と同様の議論から従う. 単射性は簡単に分かる. 全射性について

は, Y の任意の元 η を η = (r cos θ, r sin θ), r ≥ 0 と極座標表示しておいて, ξ := (s cos θ, s sin θ, t),

s := 2r
r2+1 , t :=

r2−1
r2+1 と定めれば, ξ ∈ X かつ f(ξ) = η となるので, f が全射だと分かる.

問題 2.7. 各 n ∈ Zに対し Un := (n− 2, n+ 2) ⊂ Rと定めれば {Un | n ∈ Z}は Rの開被覆. しかし, どの

ように有限部分集合 J ⊂ Zをとっても, i := min J , s := max J とすれば
∪

j∈J Uj ⊂ (i− 2, s+ 2) ⊊ R だか
ら, この開被覆は有限部分被覆を持たない.

問題 2.8. (1) X \ F は開集合だから Vi = Ui ∪ (X \ F )も開集合. また任意の X の元 xについて, x ∈ F

ならある i ∈ I があって x ∈ Ui ⊂ Vi, x /∈ F ならどの i ∈ I についても x ∈ X \ F ⊂ Vi だから, どち

らにせよ x ∈ ∪i∈IVi. よって X = ∪i∈IVi.

(2) {Ui | i ∈ I} を F の任意の開被覆とする. (1) のように Vi を定めると {Vi | i ∈ I} は X の開被覆.

X がコンパクトだと仮定しているので, ある有限部分集合 J ⊂ I があって X = ∪j∈JVj . ここで

Vj = Uj ∪ (X \ F )から ∪j∈JVj = (∪j∈JUj) ∪ (X \ F ). よって

F = F ∩X = F ∩
(
(∪j∈JUj) ∪ (X \ F )

)
= F ∩ (∪j∈JUj) ⊂ ∪j∈JUj .

つまり開被覆 {Ui | i ∈ I}は有限部分開被覆 {UJ | j ∈ J}を持つ. よって F はコンパクト.

問題 2.9. f(A) の任意の開被覆 {Ui | i ∈ I} について, 各 i ∈ I に対し f−1(Ui) ⊂ X は開集合だから.

{f−1(Ui) | i ∈ I}は Aの開被覆. Aがコンパクトだと仮定しているので, ある有限部分集合 J ⊂ I があって

A ⊂ ∪j∈Jf
−1(Uj). よって f(A) ⊂ ∪j∈JUj , つまり {Ui | i ∈ I}は有限部分被覆 {Ui | j ∈ J}を持つ.

2.5 Euclid空間とコンパクト性

問題 2.10. α /∈ X と仮定すると, R \ X は開集合なので ε ∈ R>0 が存在して U(α; ε) ⊂ R \ X. 特に

β := α− ε/2 /∈ X. すると β が X の上界であるが, β < αなので αが上限であることと矛盾する.

問題 2.11. (1) a ∈ X なので X ̸= ∅. X ⊂ [a, b]だから X は有界.

(2) {Ui | i ∈ I} は [a, b] の被覆なので, ある h ∈ I があって x0 ∈ Uh. Uh ⊂ R は開集合なので, ある

x ∈ Uh があって x < x0. x0 が上限であることから x ∈ X. よってある有限部分集合 J ⊂ I があって

[a, x] ⊂ ∪j∈JUj . すると

[a, x0] = [a, x] ∪ (x, x0] ⊂ (∪j∈JUj) ∪ Uh = ∪j∈J∪{h}Uj .

つまり [a, x0]は有限開被覆 {Uj | j ∈ J ∪ {h}}を持つ. 従って x0 ∈ X.

(3) X ⊂ [a, b]より x0 ≤ b. x0 < bと仮定すると, (2)より x0 < y ≤ bなる任意の y は X に含まれない.

一方で有限部分集合 J ⊂ I があって [a, x0] ⊂ ∪j∈JUj だから, 特にある k ∈ J があって x0 ∈ Uk. Uk

は開集合だから, ある y ∈ Uk があって x0 < y ≤ b. すると y ∈ Uk ⊂ ∪j∈JUj となり, 「x0 < y ≤ bな

る任意の y は X に含まれない」と矛盾する.

問題 2.12. 問題 2.9 より f(X) ⊂ R はコンパクト集合. Heine-Borel の定理より f(X) ⊂ R は有界閉集合.

すると問題 2.10より y := sup f(X)は y ∈ f(X)を満たす. つまり y = f(x0)なる x0 ∈ X が存在する.

以上です.


