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12 Jacobi多様体

12.1 閉 Riemann面の周期と Albanese多様体

この副節では Rを種数 g の閉 Riemann面とする.

定義 12.1.1. (1) ホモロジー群 H1(R,Z)の基底 {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg}は, 交点数が

αi · αj = 0 = βi · βj , αi · βj = δij

となるときシンプレクティック基底と呼ばれる.

H1(R,Z)のシンプレクティック基底 {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg}として, R上の一点 P0 を始点とする 2g本の

閉曲線からなるもので, それらで Rを切り開くと 4g 角形になるものがある (下図 12.1 参照).
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図 12.1 g = 3の場合のシンプレクティック基底

定義. 種数 gの閉 Riemann面Rに対し, 周期行列 Ωから定まる主偏極 Abel多様体 Cg/ΩをRのAlbanese

多様体 (Albanese variety) と呼び, AlbRと表す.

12.2 Jacobi多様体

曲線の Picard多様体の記述 (命題 10.3.1) を思い出そう. C上の非特異完備代数曲線の代わりに, 対応する

種数 g の閉 Riemann面 Rで書くと Pic0R = H1(R,OR)/H
1(R,Z) ≃ Cg/Z2g.

定理 12.2.1. AlbR ≃ Pic0R.

証明の概略. [小林05, §9.2] の証明を紹介する. まず Pic0R について考える. Hodge 分解 H1(R,C) =

H1,0 ⊕H0,1, H1,0 := H0(R,ΩR), H
0,1 := H1(R,OR) ≃ H1,0 から

Pic0R ≃ H0,1/π0,1(H1(R,Z)) (12.1)
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となる. 但し π0,1 : H1(R,C) → H0,1 は射影であり,また自然な埋め込み写像によってH1(R,Z) ⊂ H1(R,C)
とみなしている. AlbR についても同様に, 双対空間の Hodge 分解 H1(R,C) ≃ H1(R,C)∗ = H1,0 ⊕H0,1,

H1,0 := (H1,0)∗, H0,1 := (H0,1)∗ と射影 π0,1 : H1(R,C) → H0,1 を使って

AlbR ≃ H0,1/π0,1(H1(R,Z)). (12.2)

式 (12.1)と (12.2)から, 線形同型 λ : H1(X,C) ∼−→ H1(X,C) であって, π(H1(X,Z))に制限すると格子の
同型 λ : π(H1(X,Z)) ∼−→ π(H1(X,Z)) を与えるものを構成すれば, 定理が証明される. λは積分によるコホ

モロジーの非退化双線形型式

H1(C)×H1(C) −→ C, (φ,ψ) =

∫
R

φ ∧ ψ

と Poincaré双対の合成とすれば良い.

問題 12.1 (∗). λが同型 π(H1(X,Z)) ∼−→ π(H1(X,Z)) を与えることを示せ.

定義. 閉 Riemann面 Rに対し, 主偏極 Abel多様体 AlbR ≃ Pic0Rを Rの Jacobi多様体 (Jacobi variety)

と呼び, JacRで表す.

12.3 テータ因子

以下 e(z) := exp(2π
√
−1z)と略記する.

定義. Siegel上半空間の点 τ ∈ Hg と z ∈ Cg に対し

θ(τ, z) :=
∑
l∈Zg

e
(
lτ tl/2 + ltz

)
とすると, θ は Hg × Cg 上の正則関数を定める. これをRiemannテータ函数と呼ぶ.

問題 12.2 (∗). Riemannテータ函数の擬周期性を確かめよ: m,n ∈ Zg に対して

θ(τ, z +mτ + n) = θ(τ, z) · e
(
−mτ tm/2−mt(z + n)

)
補題. τ ∈ Hg に対し, θ(τ, z)は主偏極 Abel多様体 T = Cg/

(
τ
Ig

)
上の複素直線束の切断とみなせる.

定義. Rを種数 g の閉 Riemann面とする. 次で定まる Jacobi多様体 JacR = Cg/
(
τ
Ig

)
の因子 Θ をテータ因

子 (theta divisor) と呼ぶ:
Θ := {[z] ∈ JacR | θ(τ, z) = 0}.

連絡事項

次回 1/24 (木)が最終回です. レポートの締め切りも次回の講義終了時刻です.
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以上です.


