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12 Jacobi多様体

今回は [上清08, §2.2]に従って閉 Riemann面の周期を用いて定まる Jacobi多様体を扱う. Jacobi多様体が

主偏極 Abel多様体であることを説明し, テータ因子を導入する. そして Torelliの定理の主張の紹介もする.

12.1 閉 Riemann面の周期と Albanese多様体

この副節では Rを種数 g の閉 Riemann面とする.

定義 12.1.1. (1) ホモロジー群 H1(R,Z)の基底 {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg}は, 交点数が

αi · αj = 0 = βi · βj , αi · βj = δij

となるときシンプレクティック基底と呼ばれる.

(2) R上の正則 1次微分形式の空間 H1,0(R) = H0(R,Ω1
R) の基底 {ω1, . . . , ωg}に対し次で定まる 2g × g

行列 Ωを Rの周期行列 (period matrix) という.

Ω :=



∫
α1
ω1 · · ·

∫
α1
ωg

...
...∫

αg
ω1 · · ·

∫
αg
ωg∫

β1
ω1 · · ·

∫
β1
ωg

...
...∫

βg
ω1 · · ·

∫
βg
ωg


.

以下では 2g 次正方行列

J :=

(
0 Ig

−Ig 0

)
を用いる. 但し Ig は g 次単位行列. 次の補題の証明は略す.

補題 12.1.2. 定義 12.1.1 の周期行列 Ω を考える. また, それとは別に, H1,0(R) の基底 {ω′
1, . . . , ω

′
g} と

Hq(R,Z)のシンプレクティック基底 {α′
1, . . . , α

′
g, β

′
1, . . . , β

′
g} から定まる周期行列を Ω′ と書く. 基底の変換

行列をそれぞれ

(ω′
1 · · · ω′

g) = (ω1 · · ·ωg)A,
t(α′

1 · · · α′
g β

′
1 · · · β′

g) = M t(α1 · · · αg β1 · · · βg)

と表す. このとき,

(1) M ∈ Sp(g,Z) := {M ∈ GL(2g,Z) |MJ tM = J}. (2) Ω′ = MΩA.

*1 2019/01/23版, ver. 0.4.
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定理. 閉 Riemann面の周期行列 Ωは以下のRiemannの条件を満たす.

(R1) tΩJΩ = 0. (R2) −
√
−1tΩJΩ > 0.

注意. Riemannの条件 (R1), (R2)は定理 11.2.6 の条件 (P1), (P2)の E = J の場合である.

証明. H1(R,Z)のシンプレクティック基底 {α′
1, . . . , α

′
g, β

′
1, . . . , β

′
g}として, R上の一点 P0 を始点とする 2g

本の閉曲線からなるもので, それらで Rを切り開くと 4g 角形になる, 標準的なものを選ぶ (下図 12.1 参照).

α1

β1

α2

β2

α3

β3

図 12.1 g = 3の場合のシンプレクティック基底

切り開いてできる 4g 角形を R′ と表し, αk に対応する 2つの辺を α±
k , βk に対応する 2つの辺を β±

k と表

す. αk の向き付けと比較して, α+
k は同じ向き付けを持ち, α−

k は同じ向き付けを持つ. β±
k についても同様で

ある. また, R′ の辺は α+
1 , β

+
1 , α

−
1 , β

−
1 , α

+
2 , β

+
2 , α

−
2 , β

−
2 , . . . , α

+
g , β

+
g , α

−
g , β

−
g と並んでいる.

H1,0(R)の基底 {ω1, . . . , ωg}を 1つ選ぶ. ωi ∧ ωj = 0より
∫
R
ωi ∧ ωj = 0. i = 1, . . . , g に対し, R′ 上の

関数 hi(z)を hi(z) :=
∫ z

P0
ωi で定義すると, R′ を含む領域上の正則関数に hi を解析接続することができて

dhi = ωi.

以上から

0 =

∫
R

ωi ∧ ωj =

∫ ′

R

dhi ∧ ωj =

∫ ′

R

d(hiωj) =

∫
∂R′

hiωj

=

g∑
k=1

(∫
α+

k

hiωj +

∫
β+
k

hiωj −
∫
α−

k

hiωj −
∫
β−
k

hiωj

)
=

g∑
k=1

(∫
α+

k

hiωj +

∫
β+
k

hiωj −
∫
α+

k

(
hi +

∫
βk

ωi

)
ωj −

∫
β+
k

(
hi −

∫
αk

ωi

)
ωj

)
=

g∑
k=1

(∫
αk

ωi

∫
β+
k

ωj

∫
βk

ωi

∫
α+

k

ωj

)
.

この最右辺は −tΩJΩの (i, j)成分だから, 条件 (R1)が示せた.

(R2)は ωi ∧ ωj = 0および ωi ∧ ωi > 0に上記と同様の議論を適用すればよい.

系 12.1.3. 種数 g の閉 Riemann面 Rの正則 1次微分形式の基底 {ω1, . . . , ωg}を
∫
βi
ωj = δi,j が成立する

ようにとると,

τ = (τi,j)
g
i,j=1 :=

(∫
αi

ωj

)g

i,j=1

は g 次 Siegel上半空間 Hg の点であり, 周期行列 Ωは Ω =
(
τ
Ig

)
となる. 特に, Ωから定まる g 次元複素トー

ラス Cg/Ωは主偏極 Abel多様体 (定義 11.3.5) の構造を持つ.
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定義. 種数 gの閉 Riemann面Rに対し, 周期行列 Ωから定まる主偏極 Abel多様体 Cg/ΩをRのAlbanese

多様体 (Albanese variety) と呼び, AlbRと表す.

注意. Albanese多様体は一般次元のコンパクト複素多様体M に対しても定義できる. 特にその次元は Hodge

数 h1,0(M) = dimCH
0(M,ΩM )に等しい. 詳しくは, 例えば [小林05, §6.7] を参照せよ.

12.2 Jacobi多様体

曲線の Picard多様体の記述 (命題 10.3.1) を思い出そう. C上の非特異完備代数曲線の代わりに, 対応する

種数 g の閉 Riemann面 Rで書くと Pic0R = H1(R,OR)/H
1(R,Z) ≃ Cg/Z2g.

定理 12.2.1. AlbR ≃ Pic0R.

証明の概略. [小林05, §9.2] の証明を紹介する. まず Pic0R について考える. Hodge 分解 H1(R,C) =

H1,0 ⊕H0,1, H1,0 := H0(R,ΩR), H
0,1 := H1(R,OR) ≃ H1,0 から

Pic0R ≃ H0,1/π0,1(H1(R,Z)) (12.1)

となる. 但し π0,1 : H1(R,C) → H0,1 は射影であり,また自然な埋め込み写像によってH1(R,Z) ⊂ H1(R,C)
とみなしている. AlbR についても同様に, 双対空間の Hodge 分解 H1(R,C) ≃ H1(R,C)∗ = H1,0 ⊕H0,1,

H1,0 := (H1,0)∗, H0,1 := (H0,1)∗ と射影 π0,1 : H1(R,C) → H0,1 を使って

AlbR ≃ H0,1/π0,1(H1(R,Z)). (12.2)

式 (12.1)と (12.2)から, 線形同型 λ : H1(X,C) ∼−→ H1(X,C) であって, π(H1(X,Z))に制限すると格子の
同型 λ : π(H1(X,Z)) ∼−→ π(H1(X,Z)) を与えるものを構成すれば, 定理が証明される. λは積分によるコホ

モロジーの非退化双線形型式

H1(C)×H1(C) −→ C, (φ,ψ) =

∫
R

φ ∧ ψ

と Poincaré双対の合成とすれば良い.

問題 12.1 (∗). λが同型 π(H1(X,Z)) ∼−→ π(H1(X,Z)) を与えることを示せ.

定義. 閉 Riemann面 Rに対し, 主偏極 Abel多様体 AlbR ≃ Pic0Rを Rの Jacobi多様体 (Jacobi variety)

と呼び, JacRで表す.

12.3 テータ因子

Siegel上半空間 Hg := {τ ∈ Mat(g,C) | tτ = τ, Im τ > 0} の点 τ ∈ Hg に対し主偏極 Abel多様体

T := Cg/
(
τ
Ig

)
が定まった.

(
τ
Ig

)
の定める格子を Λ ⊂ Cg と書こう. つまり

Λ := Zγ1 + · · ·+ Zγ2g,

 γ1
...
γ2g

 =

(
τ
Ig

)
.
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この節では T の主偏極, つまり T 上の豊富な直線束を記述する.

定理 11.2.6 (Riemannの条件) の議論から, T = Cg/
(
τ
Ig

)
より Cg 上の Hermite形式が

H(z, w) := z (Im τ)−1 tw (12.3)

で定まる. Appell-Humbertの定理 11.2.3 より, 半指標 χ : Λ → U(1)に対し, 保型因子

j(λ, z) := χ(λ) exp(πH(z, z) + πH(λ, λ)/2)

によって λ ∈ Λ の Cg × C への作用を (z, ζ) 7→ (z + λ, j(λ, z)ζ) で定めると, L(H,χ) := (Cg × C)/Λ は
T = Cg/Λ上の直線束になる.

以下 e(z) := exp(2π
√
−1z)と略記する.

定義. Siegel上半空間の点 τ ∈ Hg と z ∈ Cg に対し

θ(τ, z) :=
∑
l∈Zg

e
(
lτ tl/2 + ltz

)
とすると, θ は Hg × Cg 上の正則関数を定める. これをRiemannテータ函数と呼ぶ.

問題 12.2 (∗). Riemannテータ函数の擬周期性を確かめよ: m,n ∈ Zg として

θ(τ, z +mτ + n) = θ(τ, z) · e
(
−mτ tm/2−mt(z + n)

)
Riemannテータ函数は T = Cg/

(
τ
Ig

)
上の豊富な直線束の切断とみなせる. このことを説明するために, ま

ず τ ∈ Hg に対し, Cg 上の対称双線形型式 S(z, w)を

S(z, w) := z (Im τ)−1 tw

で定める.
θ0(τ, z) := exp(πS(z, z)/2)

は Cg 上で 0になることはないので, T 上の自明な直線束 L0 の切断とみなせる.

命題 12.3.1. τ ∈ Hg に対し, θ(τ, z)は主偏極 Abel多様体 T = Cg/
(
τ
Ig

)
上の複素直線束 L(H,χ0)⊗ L−1

0 の

切断とみなせる. 但し H は (12.3)で定めた Hermite形式であり, χ0 : Λ → U(1)は次で定まる半指標.

χ0(λ) := exp(π
√
−1m tn), λ = mτ + n ∈ Λ.

証明. 簡単な計算で g(z) := θ0(τ, z)θ(τ, z)が

g(z + λ) = g(z) · exp(π
√
−1mtn+ πH(z, λ) + πH(λ, λ)/2), λ = mτ + n

を満たすことが分かる. これと Appell-Humbertの定理 11.2.3 から結論を得る.

τ ∈ Hg より H = (Im τ)−1 は正定値だから, 定理 11.2.4 (小平埋蔵定理の系) より直線束 L(H,χ0)が豊富

である. すると命題 12.3.1 よりテータ函数は T 上の豊富な直線束の切断であることが分かる.

T = Cg/
(
τ
Ig

)
が周期行列を τ とする Riemann面の Jacobi多様体であることに注意して,

定義. Rを種数 g の閉 Riemann面とする. 次で定まる Jacobi多様体 JacR = Cg/
(
τ
Ig

)
の因子 Θ をテータ因

子 (theta divisor) と呼ぶ:
Θ := {[z] ∈ JacR | θ(τ, z) = 0}.
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12.4 Torelliの定理

定理 12.4.1 (Torelliの定理). Rと R′ を種数 g の閉 Riemann面とし, Θと Θ′ をそれぞれ JacRと JacR′

のテータ因子とする. こののとき

Riemann面として R ≃ R′ ⇐⇒ 主偏極 Abel多様体として (JacR,O(Θ)) ≃ (JacR′,O(Θ)).

12.5 Abel-Jacobi写像

この副節では Rを種数 g の閉 Riemann面とする.

H1(R,Z)のシンプレクティック基底 {α1, . . . , βg} を固定し, 正則一次形式の基底 {ω1, . . . , ωg} を
∫
βi
ωj =

δi,j となるように取る. 系 12.1.3 より Jacobi多様体 JacRは複素トーラスとして Cg/
(
τ
Ig

)
と表示できる.

以下では z = (z1, . . . , zg) ∈ Cg の定める JacR = Cg/
(
τ
Ig

)
の元を [z] = [z1, . . . , zg]と書く.

定義. P0 ∈ Rを一つ取って固定する. P0 を始点とする 1次形式の線積分で定義される写像

φ : R −→ JacR, Q 7−→

[∫ Q

P0

ω1,

∫ Q

P0

ω2, . . . ,

∫ Q

P0

ωg

]
は複素多様体の正則写像である. これをAbel-Jacobi写像と呼ぶ.

Abel-Jacobi写像は Rの対称積上に拡張できる. 対称積の定義を思い出そう.

定義. R を Riemann 面とし, d ∈ Z≥1 とする. 積多様体 Rd への対称群 Sd の自然な作用による商空間

R(d) := Rd/Sd は複素多様体になる.

注意. R(d) が複素多様体になることは R が 1次元であることから従う. 2次元以上だと複素解析空間にしか

ならない. 代数幾何的での対応物は以下の通り: 体 k 上の準射影多様体 X に有限群 Gが作用しているとき, k

上の代数多様体X/Gと k スキームの全射 π : X ↠ X/Gであって, 次の 2つの性質を満たすものが存在する.

(i) π のファイバーは G軌道.

(ii) 任意の G不変な k スキームの射 φ : X → Z は π を経由する.

定義. Rを Riemann面とし, d ∈ Z>0 とする. 写像

φd : R(d) −→ JacR, [Q1, . . . , Qd] 7−→

 d∑
j=1

∫ Qj

P0

ω1, . . . ,

d∑
j=1

∫ Qj

P0

ωg


は複素多様体の正則写像である. これも Abel-Jacobi写像と呼ぶ.

定理 (Abelの定理). φd : R(d) → JacRの各ファイバーは互いに線形同値な次数 dの有効因子からなる.

説明. 証明はしないが, 古典的な Abelの定理に帰着できることだけ説明する. Abel-Jacobi写像を, Rの因子

に対して
φ : DivR −→ JacR,

∑l
j=1njQj 7−→

∑l
j=1njφ(Qj)

と拡張する. このとき示すべき主張は,

degD = degE となる D,E ∈ DivRについて, φ(D) = φ(E) ⇐⇒ D ∼ E.
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これは元来の Abelの定理である. 証明は [小林05, §9.3]を参照せよ.

次に定義されるW d は Torelliの定理の証明で活躍することになるが, この講義では Torelliの定理の証明は

割愛する. [上清08, §2.3]を参照せよ.

定義 12.5.1. Rを種数 g の閉 Riemann面とし, d ∈ Z>0 とする. φd : R(d) → JacRの像をW d と記す.

φd は固有射なので, W d は JacRの閉部分代数多様体である. W d に関する非自明な主張を 1つ紹介する.

命題 12.5.2. 複素多様体の正則写像 φ̃ : R→ Cg を Abel-Jacobi写像 φの持ち上げ, 即ち

φ̃ : R −→ Cg, Q 7−→
(∫ Q

P0

ω1, . . . ,

∫ Q

P0

ωg

)
とする. また e = (e1, . . . , eg) ∈ Cg とする.

(1) eを固定して θ(τ, φ̃(Q)−e)をQに関する函数とみなしたとき. θ(τ, φ̃(Q)−e) ̸≡ 0なら θ(τ, φ̃(Q)−e)
は重複度を込めて g 個の零点を持つ.

(2) θ(τ, φ̃(Q) − e) ̸≡ 0 のとき, θ(τ, φ̃(Q) − e) の零点を重複度を込めて Q1, . . . , Qg と記すと, JacR =

Cg/
(
τ
Ig

)
において ∑g

j=1φ(Qj) + [κ1, . . . , κg] = [e1, . . . , eg]

となる κ = (κ1, . . . , κg) ∈ Cg が周期 Ω =
(
τ
Ig

)
の不定性を除いて存在する. また [κ] ∈ JacRは [e]に

依存しない.

証明は [上清08, 補題 2.22]を参照せよ.

定義. 命題 12.5.2 (2) の κ ∈ Cg をRiemann定数と呼ぶ.

注意. Riemann定数 κは H1(R,Z)のシンプレクティック基底の取り方に依存するが, それを固定すれば周期

を法として一意に定まる.

定理 12.5.3. κ = (κ1, . . . , κg) ∈ Cg を Riemann定数とする. JacRのテータ因子 Θに関して

Θ = W g−1 + [κ].

証明は [上清08, 定理 2.25]を参照せよ.
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以上です.


