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9 GAGA

9.1 スキームに対応した複素解析空間

命題 9.1.1. C 上の有限型スキーム X に対し, 以下の手順で複素解析空間 Xh が構成できる. 更にこの構成

X 7→ Xh は函手的である.

(i) アフィン開被覆 X = ∪i∈IYi, Yi = SpecAi であって Ai = C[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fr)となるものが取

れる. 但し fi(x) ∈ C[x1, . . . , xn].

(ii) 各 fi(x)は Cn 上の正則関数だから, (Yi)h := {z ∈ Cn | f1(z) = · · · = fr(z) = 0} とその上の正則関
数層 Oから局所環付き空間 ((Yi)h,O)が定義できる.

(iii) X = ∪i∈IYi の張り合わせデータを用いて ((Yi)h,O)を張り合わせて Xh = ∪i∈I(Yi)h を得る.

問題 9.1 (∗). 対応 X → Xh が函手的であることを確認せよ.

補題 9.1.2. X を C上有限型なスキーム X とする. 局所環付き空間の射 φ : Xh → X であって, 底空間の像

が X の閉点の集合になるものが存在する.

命題 9.1.5. X を C上有限型なスキームとし, Xh を X に付随する複素解析空間とする. また F を X 上の連

接層とし, Fh を付随する Xh 上の解析的連接層とする. このとき, 各 i ∈ Nに対して C線形空間の準同型

αi : H
i(X,F) −→ Hi(Xh,Fh)

が以下の手順で構成できる. 更にこの準同型 αi は函手的である.

(i) Fh の構成法から, 補題 9.1.2 の射 φによって Fh
∼−→ φ∗Fとなる.

(ii) αi := Hi(X,F) → Hi(Xh, φ
∗F)

∼−→ Hi(Xh,Fh)とする. 但し最初の写像は φ∗ が誘導するもの.

9.2 GAGA

命題 9.2.1. (1) 函手 X 7→ Xh は本質的全射 (essentially surjective) ではない. 即ち, ある複素解析空間

Xであって, 任意の C上有理型スキーム X に対し X ̸≃ Xh となるものがある.

(2) 函手 X 7→ Xh は忠実 (faithful) ではない. 即ち, C 上有理型スキーム X,X ′ であって, X ̸≃ X ′ かつ

Xh ≃ X ′
h となるものが存在する.

(3) 函手 F 7→ Fh は本質的全射ではない. 即ち, C上有理型スキーム X と Xh 上の解析的連接層 Fであっ

て, 任意の X 上の連接層 Fに対して Fh ≃ Fとなるものが存在する.

(4) 函手 F 7→ Fh は忠実ではない. 即ち, C上有理型スキームX の上の連接層 F,F′ であって, F ̸≃ F′ かつ

Fh ≃ F′
h となるものが存在する.
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(5) 命題 9.1.5 の αi が同型でない場合がある.

問題 9.2 (∗∗∗). [H77, §B.2]を参考にして, 具体例を挙げることで命題 9.2.1 を示せ.

定理 9.2.2 (Serreの GAGA). X を C上の射影スキームとし, Xh を X に付随する複素解析空間とする.

(1) 函手X 7→ Xh は忠実充満 (fully faithful), つまり Hom(Sch/C)(X,X ′) = Hom(An)(Xh, X
′
h). 更にこの

函手は射影スキームの圏とコンパクトな複素解析空間の圏への圏同値を与える.

(2) 函手 F 7→ Fh は本質的全射かつ忠実充満. つまり X 上の連接層の圏から Xh 上の解析的連接層の圏へ

の圏同値を与える.

(3) 命題 9.1.5 の αi は全て同型.

証明は [S55, §7; §12, Théorème 1] を参照せよ.

9.3 指数完全列

問題 9.3 (∗ [H77, pp.223–224, Exercises 4.4, 4.5, Chap.III §4]). 任意の環付き空間 (X,OX) に対して

PicX ≃ H1(X,O∗
X)となることを示せ.

連絡事項

レポートの締め切りは

• 修士 2年生の方は来年の 1/17 (木)の講義終了時刻

• その他の方は 1/24 (木)の講義終了時刻

とします.
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以上です.


