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8 線形系

8.2 線形系

問題 8.1 (∗). X = Pn
k , d ∈ Z>0 とする. X 上の次数 dの有効因子全体の集合は, ある因子 D の完備線形系

|D|であり, その線形系としての次元は
(
n+d
n

)
− 1であることを示せ.

問題 8.2 (∗∗). X を代数閉体 k 上の非特異射影多様体とする. D を X 上の因子とする. D が非常に豊富だ

と仮定する. 対応する埋め込み X ↪→ Pm
k に関する斉次座標環 S(X) の Hilbert 多項式 [H77, Chap.I §7] を

PX(n)と書く. このとき, 十分大きい n ∈ Nに対し dim |nD| = PX(n)− 1となることをしめせ.

8.4 楕円曲線

C を代数閉体 k 上の非特異完備代数曲線とし, K := KC , g := g(C), l(D) := dimkH
0(C,O(D)) とする.

定義. g = 1となる C を楕円曲線 (elliptic curve) と呼ぶ.

Riemann-Rochの定理の応用として, Weierstrassの標準形を取り上げよう.

C を楕円曲線とし, P ∈ C を閉点とする. Riemann-Rochの定理を繰り返し使って

l(P ) = 1, l(2P ) = 2, . . . , l(6P ) = 6

となる. そこで
φ ∈ Γ(C,O(2P )) \ k, ψ ∈ Γ(C,O(3P )) \ Γ(C,O(2P ))

が取れる. そしてこれらから
1, φ, ψ, φ2, φ3, φψ, ψ2 ∈ Γ(C,O(6p))

と 7つの元が得られる. l(6P ) = 6だったから, 1次関係式

a0 + a1φ+ a2ψ + a3φ
2 + a4φ

3 + a5φψ + a6ψ
2 = 0

ができる. ここで a6 ̸= 0に注意する. 実際, a6 = 0だと ordP φ
3 = −6と他の元の ordP < −6に矛盾する.

そこで a6 = 1として, 上の関係式は ψ2 + (a2 + a5φ)ψ + · · · = (ψ + (a2 + a5φ)/2)
2 + · · · と変形できる. そ

こで ψ + (a2 + a5φ)/2を ψ と置きなおして, 更に φに 1次変換を施すと, 上の関係式は

ψ2 = 4φ3 − g2φ− g3, g2, g3 ∈ k (8.1)

となる.
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定義 8.4.2. (8.1)を楕円曲線のWeierstrassの標準形という.

問題 8.3 (∗). (8.1)の導出の詳細を埋めよ.
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以上です.


