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問題. (1) Rの Lebesgue測度の定義を述べよ.

(2) µを Rの Lebesgue測度とする. (1)で述べた定義に基づいて, µ(Q)と µ(R)を求めよ.

解答. (1) Rの部分集合 Aに対して, µ(A)を

µ(A) := inf
{ ∞∑
k=1

|Ik|
∣∣∣A ⊂

∞∪
k=1

Ik

}
と定義する. 但し Ik ⊂ Rは Ik = [ak, bk)の形の半開区間で, |Ik| := bk − ak としている. すると µは

Rの外測度であり,

M := {A ⊂ R | µ(E) = µ(A ∩ E) + µ(Ac ∩ E), ∀E ⊂ R}

とすれば (R,M , µ)は測度空間である. この µを Rの Lebesgue測度と呼ぶ.

(2) 答えは µ(Q) = 0と µ(R) = ∞.

まず µ(Q)について. 任意の 1点集合 {c} ⊂ Rに対し µ({c}) = 0. Qは可算集合なので Q = ⊔∞
i=1{ci}

と書ける. すると完全加法性から µ(Q) =
∑∞

i=1 µ({ci}) =
∑∞

i=1 0 = 0.

次に µ(R)について. 各 n ∈ Z>0 に対し In := [0, n)とすると, In ⊂ Rかつ µ(In) = |In| = n. 劣加法

性から µ(R) ≥ µ(In) = n. nは任意なので µ(R) = ∞.

コメント. 3 + 2点で採点しました. 平均点は 2.6点でした. 全体的に出来が良くなかったのですが, この問題

は完答できるようにして下さい. (1)の解答で大切なのは, 測度関数 µの定義, 可測集合の定義, 測度空間の定

義です. 測度関数だけ書いても不十分です. (2)で大切な所は, 完全加法性や劣加法性を使うこと, 1点集合や

区間の測度の値, Qが可算集合であることですが, これらを明記するようにして下さい.

Lebesgue 測度の定義はここに書いた Carathéodory 流の他に, Lebesgue が与えた元来の構成や, Borel 測

度を拡張する方法があります. Borel測度については, この問題を解く際にはあまり気になりませんが, R上の
Borel可測集合の族と Lebesgue可測集合の族の違いを思い出しておいてください.

1 点集合 {c} ⊂ R の Lebesgue 測度が 0 であることの証明を復習しておきます: 任意の ε > 0 に対し

{c} ⊂ [c− ε/2, c+ ε/2)なので µ({c}) ≤
∣∣[c− ε/2, c+ ε/2)

∣∣ = ε. εは任意に取っていたから µ({c}) = 0.

区間 I = [a, b)の Lebesgue測度が b− aであることの証明も書けるよう, 復習しておいて下さい (5月 10日

分の問題 4.7, 4.8).

以上です.
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