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5 アフィン鏡映群

前回と同様に V を Euclid 空間とし (·, ·) をその内積とする。W = W (Φ) ≤ O(V ) をWeyl 群とする。また

∆ ⊂ Π ⊂ Φを 1つ取って固定する。

5.4 Coxeter表示

前回導入した記号や事実を思い出そう:

• Aff(V ) := GL(V )⋉ V で V 上のアフィン変換群を表す。

• α ∈ Φに対し α∨ := 2α/(α, α) ∈ V . Φ∨ := {α∨ | α ∈ Φ} を Φの双対ルート系と呼ぶ。

• α ∈ Φ, k ∈ Zに対し sα,k ∈ Aff(V )を sα,k(λ) := λ− ((λ, α)− k)α∨ で定める。sα,0 = sα である。

• アフィンWeyl群Waff とは {sα,k | α ∈ Φ, k ∈ Z} で生成される Aff(V )の部分群のこと。

• Waff = W ⋉ L(Φ∨). 但し L(Φ∨) := {
∑

i niα
∨
i | αi ∈ Φ, ni ∈ Z} は余ルート格子。

• 余ウェイト格子 L̂(Φ∨) := {λ ∈ V | (λ, α) ∈ Z ∀α ∈ Φ}.
• 拡大アフィンWeyl群 Ŵaff := W ⋉ L̂(Φ∨). これはWaff を部分群に含む。

• sα,k の鏡映面 Hα,k の集合H := {Hα,k | α ∈ Φ, k ∈ Z}.
• アルコーブとは V ◦ := V \ ∪H∈HH の連結成分。アルコーブの集合を Aと書く。
• Ŵaff は Aに置換で作用する。
• Waff の Aへの置換作用は推移的。
• A◦ := {λ ∈ V | 0 < (λ, α) < 1 ∀α ∈ Π} = {λ ∈ V | (λ, α̃) < 1, 0 < (λ, α) ∀α ∈ ∆} はアルコーブ。但
し α̃は最高ルート。

• Waff は Saff := {sα | α ∈ ∆} ⊔ {sα̃,1} で生成される。

今回の主目標は次の定理の証明である。

定理. (Waff, Saff)は Coxeter系。

証明の前にアフィンWeyl群に対応する Coxeterグラフを考えよう。

Saff の定義より Coxeter グラフの頂点集合は有限 Weyl 群のものに sα̃,1 に対応した頂点を加えたものになる。

よってあとは各 α ∈ ∆に対し sαsα̃,1 の位数を求めればよい。

この位数は (二面体群の時の計算を思い出すと) Hα とHα̃,1 のなす角度から決まる。よって §2.8の (結晶的)ルー

ト系の実現のデータから計算することができる。結果は

定理. Coxeter 系 (Waff, Saff) の Coxeter グラフは §2.5 の半正定値グラフである。より正確に述べると、Xn 型

ルート系 Φに付随したアフィンWeyl群の Coxeterグラフは X̃n 型半正定値グラフになる。

5.5 鏡映面の数え上げ

有限鏡映群の Coxeter 表示の際、長さ関数 ℓ(w) = n(w) が重要であった。アフィンWeyl 群についても関数

ℓ, nの類似を導入することにする。

*1 2017/07/26版, ver. 0.2.
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定義. w ∈ Waff を生成系 Saff の積で表示した時の長さの最小値を wの長さ (length)と呼び ℓ(w)と書く。またそ

のような wの表示を簡約表示 (reduced expression)と呼ぶ。

定義. w ∈ Ŵaff に対し

N (w) := {H ∈ H | H はアルコーブ A◦ と wA◦ を隔てる }

と定める。また n(w) := |N (w)|とする。

注意. (1) w−1N (w) = N (w−1)なので n(w) = n(w−1).

(2) n(e) = ℓ(e) = 0.

(3) s ∈ Saff =⇒ N (s) = {Hs} =⇒ n(s) = 1. 但し sに対応する鏡映を Hs と書いた。

命題. w ∈ Ŵaff, s ∈ Saff とする。sに対応する鏡映を Hs と書く。

(a) Hs は N (w−1)か N (sw−1)のどちらか一方のみに含まれる。

(b) s(N (w−1) \ {Hs}) = N (sw−1) \ {Hs}.
(c) Hs ∈ N (w−1)なら n(ws) = n(w)− 1, そうでなければ n(ws) = n(w) + 1.

証明. 簡単のため H ∈ Hがアルコーブ Aと B を隔てることを A|HB と書き、隔てないことを A ̸ |HB と書く。

A ̸ |HB は Aと B が H に関して同じ側にあるということである。

(a) Hs が両方の集合に含まれると仮定する。Hs ∈ N (w−1)より

A◦|wHs
wA◦. (5.1)

また Hs ∈ N (sw−1)より A◦|Hssw
−1A◦ だが、sHs = Hs より sA◦|Hsw

−1A◦. 従って

wsA◦|wHsA◦. (5.2)

(5.1)と (5.2)から wA◦ ̸ |wHs
wsA◦. すると A◦ ̸ |Hs

sA◦ となり矛盾する。Hs がどちらの集合にも含まれないと仮

定しても同様の議論で矛盾を得る。

(b)左辺が右辺に含まれることを示す。H ̸= HsがN (w−1)に含まれるとする。sH ̸= Hsなので sH ∈ N (sw−1)

を示せばよい。そうでないと仮定すると A◦ ̸ |sHsw−1A◦. よって

wsA◦ ̸ |wHA◦. (5.3)

また H ∈ N (w−1)より wA◦|wHA◦ なので、(5.3)と合わせて wA◦|wHwsA◦. つまり

sA◦|HA◦.

これは H ∈ N (s) = {Hs}を意味するが、H の取り方と矛盾する。逆の包含関係はこの議論で w を wsに置き換

えれば従う。

(c)は (a)と (b)から直ちに従う。

系. w ∈ Waff なら n(w) ≤ ℓ(w).

証明. 有限鏡映群の場合と同様で、命題 (c)を使って ℓ(w)に関する帰納法で示せる。

5.6 Aへの作用の単純推移性

定理. (a) w = s1 · · · sr を w ∈ Waff, w ̸= eの簡約表示とする。Hi := Hsi とすると

N (w) = {H1, s1H2, s1s2H3, . . . , s1 · · · sr−1Hr}.

更に右辺に現れる鏡映面は互いに異なる。

(b)n|Waff
= ℓ.

(c) Waff は Aに単純推移的に作用する。
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証明. (a) まず右辺に現れる鏡映面が全て異なることを示す。1 ≤ p < q ≤ r で s1 · · · sp−1Hp = s1 · · · sq−1Hq だ

とするとHp = sp · · · sq−1Hq. §5.2の系から sp = (sp · · · sq−1)sq(sq−1 · · · sp) なので sp+1 · · · sq−1 = sp · · · sq と
なり簡約表示であることと矛盾する。

次に等式 N (w) = {H1, s1H2, . . .}を ℓ(w)に関する帰納法で示す。w = s ∈ Saff なら N (s) = {Hs}だから正し
い。r = ℓ(w) > 1なら帰納法の仮定から

N (s2 · · · sr) = {H2, s2H3, · · · , s2 · · · sr−1Hr}.

もし H1 がこの r − 1 個の鏡映面に現れるなら H1 = s1H1 ∈ {s1H2, s1s2H3, · · · , s1 · · · sr−1Hr} となって既に
示したことと矛盾する。よって H1 /∈ N (s1w). ここで前節 §5.5の命題を s = s1, w

−1 = s2 · · · sr に適用すると、
命題 (a)から H1 ∈ N (w)となり、命題 (b)から N (w) = {H1, s1H2, . . .}が得られる。
(b)は (a)から従う。

(c) Waff が Aに推移的に作用することは既に知っているので、w ̸= eで固定されるアルコーブが無いことを示せ

ばよい。固定されるアルコーブ Aが存在すると仮定すると、推移性をもう一度使って A = A◦ として構わない。

すると wA◦ = A◦ だが、N (w) = ∅となり (a)と矛盾する。

5.7 Coxeter表示の証明

定理. w = s1 · · · sr を w ∈ Waff の簡約表示とする。s ∈ Saff が ℓ(ws) < ℓ(w)を満たすなら、ある 1 ≤ i ≤ rが存

在して ws = s1 · · · ŝi · · · sr.

証明. w−1 = sr · · · s1 が簡約表示であることと前節 §5.6の定理 (c)から

N (w−1) = {Hr, srHr−1, . . . , sr · · · s2H1}.

仮定と §5.5命題 (c)及び §5.6定理の n = ℓからHs ∈ N (w−1). そこでHs = sr · · · si+1Hi (1 ≤ i ≤ r) とすると

§5.2 の系から s = (sr · · · si+1)si(si+1 · · · sr). つまり si+1 · · · srs = sisi+1 · · · sr. これから ws = s1 · · · ŝi · · · sr
となる。

これで §1.9の有限鏡映群の時と同じ状況になったので、アフィンWeyl群が Coxeter群であることも同じ議論

で分かる。
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