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10 テータ関数 2

問題 10.1. ϑ3(z|τ) =
∑

n∈Z exp(πiτn
2 + 2inz) と書き直しておく。有界領域で絶対一様収束しているので項別

微分できて
∂2ϑ3

∂z2
= −4

∞∑
n=−∞

n2 exp(n2πiτ + 2niz) = − 4

πi

∂ϑ3

∂τ
.

ϑ1(z|τ), ϑ2(z|τ), ϑ4(z|τ) は z をシフトしただけなので同じ微分方程式を満たす。

問題 10.2. (1) 無限積公式を

ϑ3(z) = G
∞∏

n=1

(1 + 2q2n−1 cos 2z + q4n−2) = G
∏
n≥1

(1 + q2n−1e2iz)(1 + q2n−1e−2iz)

と書き直してから対数微分すると

(log ϑ3(z))
′ =

∑
n≥1

2iq2n−1(e2iz − e−2iz)

(1 + q2n−1e2iz)(1 + q2n−1e−2iz)
=

∑
n≥1

[ 2iq2n−1e2iz

1 + q2n−1e2iz
− 2iq2n−1e−2iz

1 + q2n−1e−2iz

]
.

これから (10.2)が従う。

(2) もう一度 (10.2)を微分すれば (10.3)の第 1項は直ちに導かれる。第 2項は次の計算から従う。

d

dz

2iq2n−1e2iz

1 + q2n−1e2iz
=

d

dz

(
2i− 2i

1 + q2n−1e2iz

)
=

(2i)2q2n−1e2iz

(1 + q2n−1e2iz)2
.

(3) ϕ(z) = 2Gq1/4
∏

n≥1(1− 2q2n cos 2z + q4n) を対数微分すると

(log ϕ(z))′ =
∑
n≥1

2iq2n(e−2iz − e2iz)

(1− q2ne2iz)(1− q2ne−2iz)
=

∑
n≥1

2iq2ne−2iz

1− q2ne−2iz
−

∑
n≥1

2iq2ne2iz

1− q2ne2iz
.

これから

ϕ′′(z) = ϕ′(z)
[∑
n≥1

2iq2ne−2iz

1− q2ne−2iz
−

∑
n≥1

2iq2ne2iz

1− q2ne2iz

]
− ϕ(z)

[∑
n≥1

(2i)2q2ne−2iz

(1− q2ne−2iz)2
+

∑
n≥1

(2i)2q2ne2iz

(1− q2ne2iz)2

]
となる。これらの式で z → 0とすれば結論が出る。

(4) 簡単なので省略する。

問題 10.3. |q| < 1よりどの無限積も絶対収束しているので積の順番は交換できる。右辺の積の順番を交換すると

[∏
n≥1

(1− q2n−1)
∏
n≥1

(1− q2n)
]
·
[∏
n≥1

(1 + q2n−1)
∏
n≥1

(1 + q2n)
]
=

∏
n≥1

(1− qn)
∏
n≥1

(1 + qn) =
2n∏
n=1

(1− q2n).

問題 10.4. (1) ϑ3(z + π, q) = ϑ3(z, q) 及び ϑ3(z + πτ, q) = q−1e−2izϑ3(z, q) から従う。

(2) ϑ4(z) = ϑ3(z − π/2) より

Aϑ4(z|τ) = exp(iτ ′(z − π/2)2/π)ϑ3(τ
−1(z − π/2)|τ ′)

= exp(iτ ′z2) exp(−iτ ′z + iπτ ′/4)ϑ3(τ
−1z + πτ ′/2|τ ′).
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ここで ϑ2(z|τ) = eiz+iπτ/4ϑ3(z + πτ/2|τ) から

ϑ2(τ
−1z|τ ′) = eiτz+iπτ ′/4ϑ3(τ

−1z + πτ ′/2|τ ′).

あとは ϑ2(z)が偶関数なので最初の等式 Aϑ4(z|τ) = eiτ
′z2/πϑ2(z/τ |τ ′) = eiτ

′z2/πϑ2(τ
′z|τ ′) が得られる。

次に ϑ2(z|τ) = eiz+iπτ/4ϑ3(z + πτ/2|τ) から

Aϑ2(z|τ) = eiz+iπτ/4 exp
(
iτ ′(z + πτ/2)2/π

)
ϑ3

(
τ ′(z + πτ/2)|τ ′

)
= exp(iτ ′z2/π)ϑ3(τ

′z − π/2|τ ′)

となるので、ϑ4(z) = ϑ3(z − π/2)から 2番目の等式を得る。

最後に ϑ1(z|τ) = −ieiz+iπτ/4ϑ3(z − π/2 + πτ/2|τ) から

Aϑ1(z|τ) = −i exp(iz + iπτ/4) exp
(
iτ ′(z − π/2 + πτ/2)2/π

)
ϑ3

(
τ ′(z − π/2 + πτ/2)|τ ′

)
= −i exp(iτ ′z2/π) exp(−iτ ′z + iπ/2 + iπτ ′/4)ϑ3(τ

′z − π/2− πτ ′/2|τ ′)
= exp(iτ ′z2/π) exp(iπ/2)ϑ1(−τ ′z|τ ′)

となるので、ϑ1(z)が奇関数であることから 3番目の等式も得られる。

連絡事項

次回からグループ学習及び発表です。

以上です。


