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問題 1. (1) 300i(5 + 6it)49. (2) (2t+ i) exp(t2 + it). (3) i cot(it) sin(log(sin(it))).

問題 2. (1) (1 + ix)3 − 1. (2) log(1 + eix)− log(2). (3) sin(x2 + ix).

問題 3. (1) Cを向き付けをこめて {γ(t) | 0 ≤ t ≤ 1}と表示すると∫
−C

f(z) dz =

∫ 0

1

f(γ(t))γ′(t) dt = −
∫ 1

0

f(γ(t))γ′(t) dt = −
∫
C

f(z) dz.

(2) Ck (k = 1, 2)を向き付けをこめて {γk(t) | 0 ≤ t ≤ 1}と表示すると、C1 + C2は

γ(t) =

{
γ1(t) 0 ≤ t ≤ 1

γ2(t) 1 ≤ t ≤ 2

と表示できるので∫
C1+C2

f(z) dz =

∫ 2

0

f(γ(t))γ′(t) dt =

∫ 1

0

f(γ(t))γ′(t) dt+

∫ 2

1

f(γ(t))γ′(t) dt

=

∫ 1

0

f(γ1(t))γ
′
1(t) dt+

∫ 1

0

f(γ2(t))γ
′
2(t) dt =

∫
C1

f(z) dz +

∫
C2

f(z) dz.

問題 4. 積分路の図は省略する。
(1) ∫

C1

z dz =

∫ 2

0

t2 + it · (2t+ i) dt =

∫ 2

0

(2t3 − it2 + t) dt = 10− 8i/3.

(2) C2は z = it (0 ≤ t ≤ 2)及び z = t+ 2i (0 ≤ t ≤ 4)と表示できて∫
C2

z dz =

∫ 2

0

it · i dt+
∫ 4

0

t+ 2i dt = 2 + (8− 8i) = 10− 8i.

(3) a > 0かつ b > 0とするとC3は z = t (0 ≤ t ≤ a), z = a+ it (0 ≤ t ≤ b), z = a− t+ ib

(0 ≤ t ≤ a), z = ib− it (0 ≤ t ≤ b)と表示できて∫
C3

z dz =

∫ a

0

t dt+

∫ b

0

a+ it · i dt+
∫ a

0

a− t+ ib · (−1) dt+

∫ b

0

ib− it · (−i) dt

= 2i · ab.

a < 0かつ b < 0の時も同じ線積分になって、結果は 2iab. ab < 0の時は逆向きの線積分
になって、結果は−2iab.

(4) C4は reiθ (0 ≤ θ ≤ 2π) と表示できて∫
C3

z dz =

∫ 2π

0

reiθ · ireiθ dθ = 2i · πr2.

注：(3)と (4)は次の問題 5の結果と一致する。また (1)と (2)の差 (10−8i/3)− (10−8i) =

16i/3は放物線と 2直線で囲まれる領域の面積
∫ 2

0
y2dy = 8/3の 2i倍になって、やはり問

題 5の結果と一致する。
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問題 5. z = x+ iyと表示すると求める積分は∫
∂D

(x− iy)(dx+ idy) =

∫
∂D

(xdx+ ydy)− i

∫
∂D

(ydx− xdy).

ここで (2次元の)Greenの定理∫
∂D

(Pdx+Qdy) =

∫∫
D

(∂xQ− ∂yP )dxdy

を使うと ∫
∂D

(x− iy)(dx+ idy) = 0− i

∫∫
D

(−2)dxdy = 2i× (Dの面積).

問題 6. z = ±1が被積分関数の極で、どちらも積分路に囲まれる領域に含まれるから、留
数定理より求める積分は

Res
z=1

2z

z2 − 1
+ Res

z=−1

2z

z2 − 1
= 1 + 1 = 2.

問題 7. 留数定理を用いることができる。被積分関数の極は z = 2と z = −1/2で留数は
共に 1.

(1) どちらの極も積分路の囲む領域に含まれないので積分は 0.

(2) z = −1/2のみ含まれるので積分はResz=−1/2 f(z) = 1.

(3) どちらの極も含まれるので積分はResz=2 f(z) + Resz=−1/2 f(z) = 2.

問題 8. 以下各問題の被積分関数を f(z)と書く。また求める積分を Iと書く。
(1) 被積分関数は z = aと z = 1/aを極に持ち、各々の留数は (1− a2)−1 及び (a2 − 1)−1.

積分路の囲む領域内にある極は |a| < 1なら z = aのみであり、|a| > 1なら z = 1/aのみ。
よって

I =

{
2πiResz=a f(z) = 2πi/(1− a2) (|a| < 1)

2πiResz=1/a f(z) = 2πi/(a2 − 1) (|a| > 1)

(2) z = eiθとすると dz
dθ

= iz, cos θ = (z + z−1)/2. これから

I =
1

i

∫
|z|=1

dz

z(1 + a2)− a(z2 + 1)
= i

∫
|z|=1

dz

a(z − a)(z − 1/a)

と書き換えられる。被積分関数は z = aと z = 1/aを極に持ち、各々の留数は (a2 − 1)−1

及び (1− a2)−1. 積分路の囲む領域内にある極は |a| < 1なら z = aのみであり、|a| > 1な
ら z = 1/aのみ。よって

I =

{
(2πi/i) Resz=a f(z) = 2π/(a2 − 1) (|a| < 1)

(2πi/i) Resz=1/a f(z) = 2π/(1− a2) (|a| > 1)
.
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(3) z = eiθと変数変換すると

2I =

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ
=

1

i

∫
|z|=1

dz

z2 + 2az + 1
.

被積分関数の極は z = z± := −a±
√
a2 − 1の 2つがあるが、単位円周内にあるのは z = z+

のみ。そこでの留数はResz=z+ f(z) = (z+ − z−)
−1 = (2

√
a2 − 1)−1. よって

I = (2πi/2i) Res
z=z+

f(z) =
π

2
√
a2 − 1

.

(4) z = 0が被積分関数の極。Taylor展開から

ez

zn+1
=

1

zn+1
+ · · ·+ 1

n!

1

z
+

1

(n+ 1)!
+ · · ·

なので

I = 2πiRes
z=0

f(z) =
2πi

n!
.

(5) 前問で z = eiθと変数変換すると∫
|z|=1

ez

zn+1
dz =

∫ 2π

0

ecos θei sin θ

ei(n+1)θ
ieiθ dθ = i

∫ 2π

0

ecos θ
(
cos(sin θ − nθ) + i sin(sin θ − nθ)

)
.

求める積分はこれの虚部だから、前問の結果から I = 2π/n!.

(6) R > 0とする。有向線分 C1(R) := [−R,R]と原点中心で半径Rの反時計回りの半円
C2(R)で構成される上半平面内の閉曲線をC(R) := C1(R) +C2(R)と書く。C(R)上での
f(z) := 1/(1 + z4)の線積分を考える。R > 1なら C(R)に囲まれる領域に含まれる f(z)

の極は z = eπi/4, e3πi/4. よって∫
C(R)

f(z)dz = 2πi
(

Res
z=eπi/4

f(z) + Res
z=e3πi/4

f(z)
)

= 2πi
( 1

4z3

∣∣∣∣
z=eπi/4

+
1

4z3

∣∣∣∣
z=e3πi/4

)
=

π

2
eπi/2

(
e−3πi/4 + e−πi/4

)
=

π

2

(
eπi/4 + e−πi/4

)
=

π√
2
.

R → ∞で
∫
C1(R)

f(z)dz → I及び
∫
C2(R)

f(z)dz → 0なので I = π/
√
2.

(7) R > 1とする。扇形の領域

{reiθ | 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π/p}

の境界に正の向きづけを入れた閉曲線を C(R)と書く。f(z) = zq−1/(1 + zp)の扇形領域
内の極は z = eπi/pのみで留数は (p exp(πi(p− q)/p))−1. よって∫

C

f(z)dz =
2πi

p exp(πi(p− q)/p)
= −2πi

p
eπiq/p.
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一方でC(R)のうち円弧の部分をA(R)と書くと∫
C

f(z)dz =

∫ R

0

f(x)dx+

∫
A(R)

f(z)dz +

∫ 0

R

xq−1e2πi(q−1)/p

1 + xp
e2πi/pdx

= (1− e2πiq/p)

∫ R

0

f(x)dx+

∫
A(R)

f(z)dz.

p > qよりR → ∞で
∫
A(R)

f(z)dz → 0. またR → ∞で
∫ R

0
f(x)dx → I. よって

I = −2πi

p

eπiq/p

1− e2πiq/p
=

π

p sin(πq/p)
.

(8) 関数 g(z) = eiaz1 + z2を考える。前問 (6)と同様に上半平面内の半円型の積分路C(R)

にそった線積分を考える。上半平面内の g(z)の極は z = iのみで留数は e−a/2i。よって∫
C(R)

g(z)dz = 2πiRes
z=i

g(z) =
π

ea
.

一方C(R)のうち円弧部分の積分はR → ∞で 0に収束する。直線部分は∫ R

−R

g(x)dx =

∫ R

−R

f(x)dx+ i

∫ R

−R

sin(ax)

1 + x2
dx.

よってR → ∞で
∫
C(R)

g(z)dzの実部が Iになることがわかる。以上より I = πe−a.

(9) a > 0に対し C(a)を原点中心で半径 Rの反時計回りの上半平面内の半円周とする。
0 < r ≪ 1 ≪ Rなる実数 r, Rに対し有向線分 [r, R], C(R), [−R,−r], −C(r)を結んでで
きる閉曲線をCと書く。C上で g(z) := eiz/zを積分すると、Cの囲む領域内に g(z)は極
を持たないので

∫
C
g(z)dz = 0. 一方Cを各部分に分解して考えると∫

C

g(z)dz =

∫ R

r

g(z)dz +

∫
C(R)

g(z)dz +

∫ −r

−R

g(z)dz −
∫
C(r)

g(z)dz

= 2i

∫ R

r

sinx

x
dx+

∫
C(R)

g(z)dz +

∫
C(r)

g(z)dz.

ここで ∫
C(r)

g(z)dz =

∫ π

0

eir exp(iθ)idθ
r→0−−→ iπ, lim

R→∞

∫
C(R)

g(z)dz = 0

に注意する。以上を合わせると I = πi/2i = π/2.

(10) a > 0とする。

g(z) :=
log(z + ia)

1 + z2

を前問 (6), (8)と同様に上半平面内の半円型の積分路C(R)にそって線積分する。但し log

の枝は、z = −iaから負の実軸に平行に branch cutを入れ log(1) = 0となるように取る
(積分路上で 1価になるように取っている)。上半平面内の g(z)の極は z = iのみで留数は
log(

√
i+ ia)/2i. よって∫

C(R)

g(z)dz = 2πiRes
z=i

g(z) = π log(i(1 + a)).
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一方C(R)の円弧部分での積分はR → ∞で 0に収束する (任意の k > 0で logR/Rk → 0

となることから従う)。よって∫ ∞

−∞
log(x+ ia)f(x)dx = π log(i(1 + a)).

この両辺の実部をとるとRe(log(x+ ia)) = log |x+ ia| = log
√
x2 + a2だから

I = Re
(
π log(i(1 + a))

)
= π log(1 + a).

(11) 0 < r ≪ 1 ≪ Rなる実数 r, Rをとり図 1のような積分路 C を考える。C の外
周は反時計回りの半径 R の円周 C(R)、内周は時計回りの半径 r の円周 C ′(r)である。
g(z) := 1/z(1 + z)とすると zαg(z)はCの囲む領域内では z = −1のみを極に持つので∫

C

zαg(z)dz = 2πi Res
z=−1

zαg(z) = 2πi(−1)α−1 = −2πieiπα.

一方で
∫
C
を分解して考えると∫

C

zαg(z)dz =

∫ R

r

xαg(x)dx+

∫
C(R)

zαg(z)dz +

∫ r

R

e2παixαg(x)dx+

∫
C′(r)

zαg(z)dz

= (1− e2παi)

∫ R

r

xαg(x)dx+

∫
C(R)

zαg(z)dz +

∫
C′(r)

zαg(z)dz.

R → ∞及び r → 0で各積分が 0に収束することが示せる。同じ極限で
∫ R

r
は Iに収束す

るので

I =
−2πieiπα

1− e2πai
=

π

sinπα
.

図 1: 問題 8(11)の積分路
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問題 9. Dが実軸に関し対称なので z ∈ D ⇐⇒ z ∈ D. よって g(z) := f(z)は意味を持
つ。f(z) = u(x, y) + iv(x, y)及び g(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y)と書くと

ũ(x, y) = u(x,−y), ṽ(x, y) = −v(x,−y).

また f(z)は正則なのでCauchy-Riemannの方程式

ux(x, y) = vy(x, y), uy(x, y) = −vx(x, y)

が成立する。従って ũ, ṽに関するCauchy-Riemannの方程式

ũx(x, y) = ux(x,−y) = vy(x,−y) = ṽy(x, y),

ũy(x, y) = −uy(x,−y) = vx(x,−y) = −ṽx(x, y)

が成立する。また u, vはC1級なので ũ, ṽもC1級。よって g(z)はD上正則である。

問題 10. w := 1/zとすると dz/(z − a) = dw/w(1− aw). また単位円周上ではw = zとな
ることに注意すると

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

z − a
dz =

1

2πi

∫
|w|=1

f(w)

w(1− aw)
dw =

1

2πi

∫
|w|=1

f(w)

(
1

w
− 1

w − 1/a

)
dw.

前問 9より f(w)はwの正則関数なのでCauchyの積分定理が適用できる。従って結果は

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

z − a
dz =

{
f(0) (|a| < 1)

f(0)− f(1/a) (|a| > 1)
.

|a| = 1だと一般に積分は発散する。
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