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問題 1. f を領域D ⊂ C上で正則な複素関数とする。
(1) f についてのCauchy-Riemannの関係式を書け。
(2) f がいたる所で実数値を取るならば f は定数であることを示せ。
(3) |f |が定数ならば f が定数であることを示せ。

解答
(1)

∂f

∂z
= 0.

または z = x+ iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y)と実部と虚部に分けた時に

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

(2) f が正則なので ∂f/∂z = 0. この両辺の複素共役を取ると f = f なので ∂f/∂z = 0.

よって f は定数。
(3) |f | = 0なら f = 0だから |f | = c ∈ R>0として良い。z0 ∈ Dの近傍で f はC1級の実
数値関数 θ(z)により f(z) = ceiθ(z)と書ける。すると 0 = ∂f/∂z = iceiθ(z)∂θ/∂z なので z0
の近傍で ∂θ/∂z = 0. θは実数値だから設問 (2)より定数。よって f は z0の近傍で定数。
従って一致の定理により f はD上で定数。
2点+3点+5点で採点しました。平均点は 3.9点でした。
(2)は f = u+ ivと表示しておいて議論しても勿論示せます。
また (3)は |f |2 = u2 + v2が定数であることと (1)を組み合わせて示すこともできます。
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