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問題 1.

(1) 任意の k ∈ Nに対して UkはRの開集合だから任意の x ∈ (a, b)に対してある ε > 0

が存在して a + ε < x < b− εとなる。よって δ/k < εとなる kを取れば a + δ/k <

a + ε < x < b− ε < b− δ/kとなるから x ∈ Ukである。従って (a, b) ⊂
∪∞

k=1 Ukだ
から {Uk | k = 1, 2 . . .}は (a, b)の開被覆である。

(2) k ≤ lのとき Uk ⊂ Ulに注意する。任意の n ∈ Nと n個の k1, . . . , kn ∈ Nを取る。
K = max{k1, . . . , kn}とすると Uki ⊂ UK が任意の i = 1, . . . , nについて成り立つ。
K ∈ {k1, . . . , kn}だから UK =

∪n
i=1 Uki が成り立つ。ところが a + δ/K ̸∈ UK だが

a+ δ/K ∈ (a, b)である従って (a, b) ̸= UK =
∪n

i=1 Ukiとなる。

問題 2.

(1) 任意のx ∈ Rnを取る。[|x|]を |x|以下の最大の整数としk = [|x|]+1とおくと |x| < k

である。つまり x ∈ UkとなるからRn ⊂
∪∞

k=1 Ukが示せた。

(2) 任意の k, l ∈ N,k ≤ lに対して Uk ⊂ Ulが成り立つ。任意の n ∈ Nと任意の n個
の k1, . . . , kn ∈ Nを取る。K = max{k1, . . . , kn}とおくと Uki ⊂ UK (i = 1, . . . , n)

となり
∪n

i=1 Uki = UK が成り立つ。ところが t(K + 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn だが t(K +

1, 0, . . . , 0) ̸∈ UK だから UK ̸= Rnである。

問題 3.

(1) 仮定から a ∈ [a, b] ⊂
∪

λ∈Λ Uλ だからある ν ∈ Λが存在して a ∈ Uν . 任意の λ ∈ Λに
対してUλはRの開集合だから、あるδ > 0 (a+2δ < b)が存在して (a−2δ, a+2δ) ⊂ Uν

となる。特に [a, a+ δ] ⊂ Uν ,a+ δ < bより a+ δ ∈M ∩ (a, b] ̸= ∅となる。

(2) xo = sup{x | x ∈ M}とおく。任意の x ∈ M に対して a ≤ x ≤ bだから xo ≤ b。ま
た設問 (1)よりある δ > 0が存在して a+ δ ∈M だから a < a+ δ ≤ xoとなる。

(3) 設問 (2)より xo ∈ [a, b] ⊂
∪

λ∈Λ Uλである。よってある µ ∈ Λが存在して xo ∈ Uµ

となる。Uµ が開集合だから ε > 0を (xo − ε, xo + ε) ⊂ Uµ と取る。上限の定義
により xo − ε < x1 ≤ xo となる x1 ∈ M が存在する。M の定義からある有限個
の λ1, . . . , λn ∈ Λが存在して [a, x1] ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn となる。よって [a, xo] ⊂
[a, x1] ∪ (xo − ε, xo + ε) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn ∪ Uµ となる。よって xo ∈M である。

(4) xo < bと仮定して矛盾を導く。設問 (3)の解答にあるように xo ∈ Uµとなる µ ∈ Λ

を取り、(xo − 2ε, xo + 2ε) ⊂ Uµ となる xo + 2ε < bを満たす ε > 0を取る。さ
らに xo − ε < x1 ≤ xo となる x1 ∈ M を取る。そして有限個の λ1, . . . , λn ∈ Λ

で [a, x1] ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn となるものを取る。このとき xo + ε ∈ [a, b]であり
[a, xo + ε] = [a, x1] ∪ (xo − 2ε, xo + 2ε) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn ∪ Uµ となる。よって
xo+ε ∈MだがxoがMの上限であることに矛盾する。よってxo = b. 従って b ∈M

だからM の定義から有限個の λ1, . . . , λK が存在して [a, b] ⊂
∪K

i=1 Uλi
となる。

解答Y1-2W16-12 名古屋大学・理学部・数理学科



2W数学演習V・VI 解答 Y112-8
担当教員: 柳田 伸太郎 研究室: A441 E-mail:yanagida@math.nagoya-u.ac.jp

問題 4.

(1) X を有限集合としてX = {x1, . . . , xn}とする。またOをX の任意の位相とする。
{Uλ | λ ∈ Λ}を位相OにおけるX の開被覆とする。つまりX =

∪
λ∈Λ Uλである。

このとき任意の i = 1, . . . , nに対して xi ∈ Uλi
となる λi ∈ Λが存在する。よって

X = {x1, . . . , xn} ⊂ Uλ1 ∪· · ·∪Uλnとなる。従って (X,O)はコンパクト空間である。

(2) (X, 2X)がコンパクト空間であると仮定する。任意の x ∈ Xに対して {x} ∈ 2X , つ
まり {x}は開集合である。またX =

∪
x∈X{x}となるから {{x} | x ∈ X}はX の

開被覆である。(X, 2X)がコンパクト空間だから、ある x1, . . . , xn ∈ X が存在して
X = {x1}∪ · · · ∪ {xn} = {x1, . . . , xn}となる。つまりXは有限集合である。逆にX

が有限集合なら設問 (1)より (X, 2X)はコンパクト空間となる。

問題 5. Aを (X,O)のコンパクト集合とする。{Vλ | λ ∈ Λ} を (A,OA)におけるAの開被
覆とする。任意の λ ∈ Λに対して Vλ ∈ OAだから相対位相OAの定義により Vλ = A∩Uλ

となる Uλ ∈ O が存在する。Vλ ⊂ Uλ より A ⊂
∪

λ∈Λ Vλ ⊂
∪

λ∈Λ Uλ となる。つまり
{Uλ | λ ∈ Λ}は Aの (X,O)における開被覆である。Aが (X,O)のコンパクト集合だか
ら、ある λ1, . . . , λn ∈ Λが存在してA ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλnとなる。特に

A = A ∩ (Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn) = (A ∩ Uλ1) ∪ · · · ∪ (A ∩ Uλn) = Vλ1 ∪ · · · ∪ Vλn

となる。よって (A,OA)はコンパクト空間である。
次に (A,OA)がコンパクト空間であるとする。{Uλ | λ ∈ Λ}をAのXにおける開被覆
とする。このとき A ⊂

∪
λ∈Λ Uλだから A = A ∩

∪
λ∈Λ Uλ =

∪
λ∈Λ(A ∩ Uλ)となる。任

意の λ ∈ Λに対して A ∩ Uλ ∈ OAだから {A ∩ Uλ | λ ∈ Λ}は (A,OA)における Aの開
被覆である。(A,OA)はコンパクト空間だから、ある有限集合 λ1, . . . , λn ∈ Λが存在して
A = (A ∩ Uλ1) ∪ · · · ∪ (A ∩ Uλn)となる。特にA ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn である。よってAは
(X,O)のコンパクト集合である。

問題 6. (X,O)を位相空間としA ⊂ B ⊂ Xとする。Bの (X,O)における相対位相をOB

とする。まずAが (X,O)のコンパクト集合であるとし、{Vλ | λ ∈ Λ}を (B,OB)における
Aの開被覆とする。任意の λ ∈ Λに対して Vλ ∈ OBだから、相対位相の定義により、ある
Uλ ∈ Oが存在してVλ = B∩Uλとなる。よってA ⊂

∪
λ∈Λ Vλ =

∪
λ∈Λ(B∩Uλ) ⊂

∪
λ∈Λ Uλ

となるから {Uλ | λ ∈ Λ} はAの (X,O)における開被覆である。Aは (X,O)のコンパク
ト集合だから、ある λ1, . . . , λn ∈ Λが存在してA ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλnとなる。よって

A ⊂ B ∩ (Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn) = (B ∩ Uλ1) ∪ · · · ∪ (B ∩ Uλn) = Vλ1 ∪ · · · ∪ Vλn

となる。よってAは (B,OB)におけるコンパクト集合である。次にAが (B,OB)のコン
パクト集合であるとし、{Uλ | λ ∈ Λ} を Aの (X,O)における開被覆とする。このとき
A ⊂ B ∩

∪
λ∈Λ Uλ =

∪
λ∈Λ(B ∩Uλ)であり, B ∩Uλ ∈ OBだから {B ∩Uλ | λ ∈ Λ} はAの

(B,OB)における開被覆である。Aは (B,OB)のコンパクト集合だから、あるλ1, . . . , λn ∈ Λ

が存在してA ⊂ (B ∩ Uλ1) ∪ · · · ∪ (B ∩ Uλn) = B ∩ (Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn と
なる。従ってAは (X,O)のコンパクト集合である。
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補足 1. 問題 6は次の簡単な事実を用いれば問題 5から従う。

(X,O)を位相空間としA ⊂ B ⊂ Xとする。OBをBの (X,O)における相対位相と
する。このとき Aの (X,O)における相対位相OAと Aの (B,OB)における相対位
相 (OB)Aとは一致する。

実際この事実を認めると、問題5よりAが (X,O)のコンパクト集合であることと (A,OA) =

(A, (OB)A) がコンパクト空間であることとは同値。よって再び問題 5よりこれは Aが
(B,OB)のコンパクト集合であることと同値になる。
上記の事実を示しておく。U ∈ (OB)Aとする。相対位相の定義からある V ∈ OB が存
在して U = A ∩ V となる。OBはBの (X,O)における相対位相ですから、あるW ∈ O
が存在して V = B ∩W となる。よって U = A ∩ V = A ∩ B ∩W となるがA ⊂ Bより
U = A ∩W . 従ってU ∈ OA. 次にU ∈ OAとする。この時U = A ∩W となるW ∈ Oが
存在する。A ⊂ Bだから U = A ∩W = A ∩ B ∩W = A ∩ (B ∩W ). V := B ∩W ∈ OB

なので U = A ∩ V より U ∈ (OB)Aとなる。よってOA = (OB)Aが分かった。

問題 7. 以下の設問では定理 1 (2)よりR2の部分集合について, コンパクト集合であるこ
とと (Euclid距離について) 有界閉集合であることとが同値であることを用いる。

(1) Aはコンパクト集合である。それを示す。g(x, y) := x4 + y4 + 3xyは R2上の連続
関数である。一点からなる集合 {2} ⊂ Rは閉集合だから g−1(2) = Aは R2の閉集
合。次に t(x, y) ∈ Aとし x = r cos θ, y = r sin θ (r ≥ 0,θ ∈ R)と極座標表示する。
r = (x2 + y2)1/2である。すると

2 = g(r cos θ, r sin θ) = r4(cos4 θ + sin4 θ) + r2 sin θ cos θ

= r4(2 sin4 θ − 2 sin2 θ + 1) +
r2

2
sin(2θ) = r4(2(sin2 θ − 1/2)2 + 1/2) +

r2

2
sin(2θ)

≥ r2

2
(r2 − 1).

従って r2(r2 − 1) ≤ 4となり r2 ≤ (1 +
√
17)/2. つまり t(x, y) ∈ Aならば x2 + y2 ≤

(1+
√
17)/2だからAは有界。よってAは有界閉集合だからコンパクト集合となる。

(2) f : [0, 1] → [0, 1]が連続関数のとき B = {t(x, f(x)) | x ∈ [0, 1]}はコンパクト集合
である。これを示す。{t(xn, f(xn))}∞n=1 ⊂ B を点 t(a, b) ∈ R2に収束する点列とす
る。このとき xn ∈ [0, 1],xn → a (n→ ∞) だから a ∈ [0, 1]であり、f が連続だから
f(xn) → f(a) = bとなる。つまり t(a, b) = t(a, f(a)) ∈ BとなるからBは閉集合。
また仮定から x ∈ [0, 1]ならば f(x) ∈ [0, 1]だからB ⊂ [0, 1]× [0, 1]となる。従って
B ⊂ {t(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2}だからBは有界。よってBは有界閉集合だからコ
ンパクト集合である。

(3) C = (0, 1] × [0, 1]はコンパクト集合ではない。設問 (2)と同様 C は有界。しかし
{t(1/n, 1)}∞n=1 ⊂ Cであるが, t(1/n, 1) → t(0, 1) ̸∈ CだからCは閉集合ではない。
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(4) D =
∪∞

n=1Dn, Dn = {t(1/n, y) | 0 ≤ y ≤ 1}はコンパクト集合ではない。D ⊂ [0, 1]×
[0, 1]だからDは有界。しかし {t(1/n, 1)}∞n=1 ⊂ Dであり, t(1/n, 1) → t(0, 1) ̸∈ Dで
ある。よってDは閉集合ではない。

問題 8. (X,O)をコンパクト空間、A ⊂ Xを閉集合、{Uλ | λ ∈ Λ}をAの開被覆とする。

(1) 仮定からA ⊂
∪

λ∈Λ UλでありX = Ac ∪A ⊂ Ac ∪
∪

λ∈Λ Uλ だから主張が成り立つ。

(2) AはXの閉集合だからAcはXの開集合。設問 (1)より {Uλ | λ ∈ Λ}∪{Ac}はXの
開被覆である。従って有限個の λ1, . . . , λK ∈ Λが存在してX = Ac ∪Uλ1 ∪ · · · ∪UλK

となる。このときA ⊂ X = Ac ∪ Uλ1 ∪ · · · ∪ UλK
であるが, 任意の a ∈ Aに対して

a ̸∈ Acだから a ∈ Uλ1 ∪ · · · ∪UλK
となる。つまりA ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪UλK

である。従っ
てAはXのコンパクト集合である。

問題 9.

(1) x ∈ Acとする。任意のa ∈ Aに対してa ∈ Ua(x),Ua(x) ∈ OだからA ⊂
∪

a∈A Ua(x)。
よって {Ua(x) | a ∈ A}はAの開被覆である。Aは (X,O)のコンパクト集合だから
有限個の a1, . . . , aK ∈ Aが存在してA ⊂

∪K
i=1 Uai(x)となる。

(2) 任意の i = 1, . . . , Kに対して x ∈ Vai(x)より x ∈ Vxである。任意の y ∈ Vxを取る。
任意の i = 1, . . . , Kに対してy ∈ Vai(x)である。もしy ∈ Aならばある j(1 ≤ j ≤ K)

が存在して y ∈ Uaj(x)となるが、y ∈ Uaj(x) ∩ Vaj(x)となり Uaj(x) ∩ Vaj(x) = ∅に
矛盾する。よって y ̸∈ Aより y ∈ Ac。従って x ∈ Vx ⊂ Acである。Vxは開集合であ
りAcの任意の点が内点であるからAcはXの開集合でありAは閉集合である。

問題 10.

(1) 定理 1 (5)より f(X)はRのコンパクト集合。よって定理 1 (2)より f(X)はRの有
界閉集合である。

(2) a = inf{f(x) | x ∈ X}だから任意のn ∈ Nに対して xn ∈ Xで f(xn) < a+1/nとな
るものが存在する。また a ≤ f(xn)だから a ≤ f(xn) < a+1/nより数列 {f(xn)}∞n=1

は aに収束する。{f(xn)} ⊂ f(X)であり {f(xn)}は aに収束し、f(X)はRの閉集
合だから (プリントY102 問題 11より) a ∈ f(X)である。b ∈ f(X)も同様である。

(3) 設問 (2)より f(x1) = a, f(x2) = bとなる x1, x2 ∈ f(X)が存在する。上限と下限の
定義から任意の x ∈ Xに対して f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2). よって定理 1 (6)が従う。

問題 11. 以下では (X,O(X))をコンパクト空間、(Y,O(Y ))をHausdorff空間とする。

(1) f : X → Y を連続写像、AをXの閉集合とする。このとき定理 1 (3)よりAはXの
コンパクト集合である。よって定理 1 (5)より f(A)は Y のコンパクト集合である。
従って定理 1 (4)より f(A)は Y の閉集合となる。よって定理 1 (7)が示された。
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(2) f : X → Y を連続な全単射とし任意のU ∈ O(X)をとる。X \UはXの閉集合だか
ら定理 1 (7)より f(X \ U)は Y の閉集合。f が全単射だから f(X \ U) = Y \ f(U)
は Y の閉集合。よって f(U)は Y の開集合。従って f(U) = (f−1)−1(U), つまり f−1

によるU ⊂ Xの逆像は Y で開集合だから f−1 : Y → Xは連続。f : X → Y は連続
な全単射で f−1 : Y → Xが連続だから fは同相写像。よって定理 1 (8)が示された。

問題12. x, y ∈ [0, 1], x ∼ yとする。もしx = yなら e2πix = e2πiyとなる。またx, y ∈ {0, 1}
なら e2πix = e2πiy = 1である。つまり x ∼ yならば e2πix = e2πiyだからプリントY105 問
題 4より写像 f : Y → S1, f([x]) = e2πixは well-defined である。定義から f ◦ p(x) = e2πix

(x ∈ [0, 1]) だから f ◦ p : [0, 1] → S1 は連続。よってプリント Y111 問題 17 (4)より
f : Y → S1は連続である。プリントY111 問題 13 (2)より f は全射。また f([x]) = f([y])

(x, y ∈ [0, 1])とすると e2πix = e2πiy より x − y ∈ Zとなる。ところが x, y ∈ [0, 1]だか
ら −1 ≤ x − y ≤ 1。従って x − yは −1, 0, 1のどれかに等しい。x − y = −1のときは
x = 0,y = 1。x− y = 0のときは x = y. x− y = 1のときは x = 1,y = 0となる。つまり
x ∼ yだから [x] = [y]となり f は単射。以上より f : Y → S1は連続な全単射である。C
はEuclid距離から位相が定まっているからHausdorff空間である (プリントY111 問題 20

(1))。従ってその部分空間であるS1もHausdorff空間である (プリントY111問題 20 (2))。
またプリントY111 問題 17より射影 p : [0, 1] → Y = [0, 1]/∼は Y の商位相について全射
な連続写像である。従って定理 1 (5)より Y = p([0, 1])は Y のコンパクト集合となり Y は
商位相についてコンパクト空間となる。従って定理 1 (8)より f は同相写像となる。

補足 2. 問題 12と関連する前回のプリントY111 問題 19を、定理 1 (5),(8)を用いて簡単
に証明できる。プリントY111 問題 19では x, y ∈ Rに対して「x ≈ y ⇐⇒ x − y ∈ Z」
と定義した。この同値関係による商集合への射影を π : R → R/≈としよう。このとき
π([0, 1]) = R/≈である。実際任意の x ∈ Rに対して t = x − [x]とおくと t ∈ [0, 1]で
π(x) = π(t)となる。[0, 1]はコンパクト集合で πは連続だから定理 1 (5)より π([0, 1]) =

R/≈はコンパクト空間。そこで f : R → S1を f(x) := e2πixで定めると f は連続な全射で
f(x) = f(y) ⇐⇒ x ≈ y」を満たす。従って F : R/≈→ S1を F (π(x)) := f(x)と定義す
ると F は写像として well-definedで全単射 (Y105 問題 9)。F ◦ π = f より F は連続。S1

はHausdorff空間で F : R/≈→ S1は連続な全単射だから定理 1 (8)より F は同相写像。

問題 13.

(1) f : X → Y を同相写像とすると f : X → Y は連続な全射。従って定理 1 (5)より
f(X) = Y は Y のコンパクト集合である。つまり Y はコンパクト空間である。

(2) S1と [0, 1)は同相ではない。以下でこれを示す。ρ : C → R,ρ(z) = |z|は C上の連
続関数である。また {1} ⊂ RはRの閉集合であるから ρ−1(1) = S1はCの閉集合で
ある。S1はCのユークリッド距離に関して有界であるから S1はCの有界閉集合。
よって定理 1, (2) より S1はコンパクト集合である。

一方n ∈ Nに対してUn := [0, 1−1/(n+1)) ⊂ [0, 1)とおく。Vn = (−1+1/(n+1), 1−
1/(n+1))はRの開集合でありVn∩[0, 1) = UnとなるからUnは [0, 1)の相対位相で開
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集合。任意の x ∈ [0, 1)に対して x < 1より x < 1− 1/(n+1)となるn ∈ Nが存在し
x ∈ Unとなる。よって [0, 1) =

∪∞
n=1 Unである。つまり {Un | n ∈ N}は [0, 1)の開被

覆。もし [0, 1)がコンパクト集合ならある有限個の自然数n1, . . . , nL (n1 < · · · < nL)

が存在して [0, 1) =
∪L

i=1 Uni
となる。定義から n ≤ mならば Un ⊂ Umが成り立つ。

従って
∪L

i=1 Uni
⊂ UnL

. つまり [0, 1) ⊂ UnL
だが UnL

⊂ [0, 1)だから [0, 1) = UnL
と

なる。しかし 1− 1/(nL + 2) ̸∈ UnL
,1− 1/(nL + 2) ∈ [0, 1)より矛盾である。よって

[0, 1)はコンパクト集合ではなく、従って設問 (1)より S1と同相ではない。

問題14. [x], [y] ∈ RP n (x, y ∈ Rn+1 \{0})とする。このとき同値関係∼の定義から y = cx

となる c ∈ R, c ̸= 0が存在する。従って ℓ(x) = ℓ(y)となる。よって写像 ℓ : RP n → L,
ℓ([x]) = ℓ(x)は well-defined. 任意の L ∈ Lを取る。Lは Rn+1の原点を通る直線だから
あるベクトル x ∈ Rn+1 \ {0}が存在して L = Rxとなる。従って L = ℓ(x)だから ℓは全
射。[x], [y] ∈ RP n,ℓ(x) = ℓ(y)と仮定する。特に x, y ̸= 0に注意。y ∈ Rxより y = txと
なる t ∈ Rが取れる。y ̸= 0より t ̸= 0。従って x ∼ yとなり [x] = [y]である。よって
ℓ : RP n → Lは単射である。

問題 15.

(1) 任意の x ∈ Snに対して x = xだから x ≈ x。また x ≈ yとなる x, y ∈ Snに対し
て y = xまたは y = −xである。特に x = yまたは x = −yだから y ≈ x。また
x, y, z ∈ Snが x ≈ y,y ≈ zとする。z = yのとき x ≈ yより z = y = ±xとなるから
x ≈ z. z = −yのとき y = xなら z = −x. y = −xなら z = xとなる。よって x ≈ z

となる。従って≈は Sn上の同値関係である。

(2) 射影 π : Sn → X = Sn/≈は πから定まるX の商位相について連続であった (プ
リントY111 問題 17)。また射影の定義から πは全射である。よって定理 1 (5)より
X = π(Sn)はXのコンパクト集合である。

問題 16.

(1) x, y ∈ Sn,x ≈ yとする。このとき x, y ∈ Rn+1 \ {0}であり y = ±xだから x ∼ y。
よって p(x) = p(y)。特に F (x) = F (y)となる。従って f : X → RP nを f(π(x)) =

F (x)と定義すると、プリントY105 問題 4より f は写像としてwell-definedであり、
F (x) = f ◦ π(x)が任意の x ∈ Snに対して成り立つ。

(2) F (x) = p ◦ ι(x)であり、定義から包含写像 ι : Sn → Rn+1 \ {0}は連続。そして射影
p : Rn+1 \ {0} → RP nはRP nの商位相の定義から連続である。従ってそれら連続写
像の合成である F : Sn → RP nも連続。よってプリントY111 問題 17より設問 (1)

の写像 f : X → RP nも連続である。

補足 3. 位相空間X の部分空間A ⊂ X に対して包含写像 ι : A → X, ι(x) = x (x ∈ A)

は連続である。実際Xの任意の開集合Uに対して ι−1(U) = A∩Uとなり、これは部分空
間Aの開集合である。
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問題 17.

(1) x, y ∈ Rn+1 \ {0}, x ∼ yとする。このとき y = cxとなる c ∈ R, c ̸= 0が存在す
る。よって ψ(y) = y/|y| = (cx)/|cx| = ±x/|x| = ±ψ(x)より ψ(x) ≈ ψ(y)。従って
G(x) = π◦ψ(x) = π◦ψ(y) = G(y)だからプリントY105問題4より [x] = p(x) ∈ RP n

(x ∈ Rn+1 \ {0}) に対して g([x]) = G(x)は写像 g : RP n → Xとしてwell-definedで
ある。また定義から明らかにG(x) = g ◦ p(x)が任意の x ∈ Rn+1 \ {0}が成り立つ。

(2) まず ψ : Rn+1 \ {0} → Snが連続であることを示す。以下の二つの写像を考える。

α : Rn+1 \ {0} → (Rn+1 \ {0})× (R \ {0}), α(x) = (x, 1/|x|)。
β : (Rn+1 \ {0})× (R \ {0}) → Rn+1 \ {0}, β(x, t) = tx。

Rn+1\{0}上の関数x 7→ 1/|x|は連続だからα : Rn+1\{0} → (Rn+1\{0})×(R\{0})
は連続。また βも連続である。従って合成写像 β ◦ α : Rn+1 \ {0} → Rn+1 \ {0}は
連続。ところが任意の x ∈ Rn+1 \ {0}に対して ψ(x) = β ◦ α(x)が成り立つから
ψ : Rn+1 \ {0} → Sn は連続。また射影 π : Sn → X は連続だから G = π ◦ ψ :

Rn+1 \ {0} → Xは連続。よって前問と同様に g : RP n → Xは連続。

(3) 任意の [x] ∈ RP nを取る。ただし x ∈ Rn+1 \ {0}であり,[x] = p(x)である。このと
き g([x]) = g(p(x)) = G(x) = π(x/|x|)となる。よって f ◦ g([x]) = f(π(x/|x|)) =

F (x/|x|) = p(x/|x|) = [x/|x|]であるが、x/|x| ∼ xだから [x] = [x/|x|]より f ◦
g([x]) = [x]となる。従って f ◦ gはRP nの恒等写像である。また任意の π(x) ∈ X

(x ∈ Sn)に対して f(π(x)) = F (x) = p(x)より g ◦ f(π(x)) = g(p(x)) = G(x) =

π(x/|x|)だが、x ∈ Snより |x| = 1だから g ◦ f(π(x)) = π(x)が成り立つ。つまり
g ◦ f はXの恒等写像である。従って f ,gは全単射であり g = f−1となる。f ,gは連
続であったから,f : X → RP nは同相写像となる。問題 15 (2)よりXはコンパクト
空間であった。よって問題 13 (1)よりRP nはコンパクト空間となる。

問題18. XをHausdorff空間とし任意の (x, y) ∈ (X×X)\∆(X)を取る。x ̸= yだからある
開集合U, V が存在してx ∈ U , y ∈ V , U ∩V = ∅. (x, y) ∈ U×V でありU×V はX×Xの
開集合である。任意の (a, b) ∈ U×V に対して a ∈ U , b ∈ V , U ∩V = ∅より a ̸= b. つまり
(a, b) ̸∈ ∆(X)だからU×V ⊂ (X×X)\∆(X). 従って (X×X)\∆(X)はX×Xの開集合
だから∆(X)はX×Xの閉集合である。次に∆(X)がX×Xの閉集合であると仮定する。
x, y ∈ X, x ̸= yを任意に取る。このとき (x, y) ∈ (X×X)\∆(X)である。(X×X)\∆(X)

はX×Xの開集合だから、Xの開集合U, V が存在して (x, y) ∈ U ×V ⊂ (X×X)\∆(X)

が成り立つ。このとき x ∈ U , y ∈ V である。そこで U ∩ V ̸= ∅と仮定して a ∈ U ∩ V と
すると (a, a) ∈ (U × V ) ∩∆(X)となるが、U × V ⊂ (X ×X) \∆(X)に矛盾する。よっ
て U ∩ V = ∅でありXがHausdorff空間であることが示せた。

問題 19. F : S × S → X × X を F (a, b) = (f(a), f(b))と定義する。X × X の任意の開
集合Aを取る。任意の (a, b) ∈ F−1(A)を取る。このとき F (a, b) = (f(a), f(b)) ∈ Aだか
らXの二つの開集合 U, V で F (a, b) = (f(a), f(b)) ∈ U × V ⊂ Aとなるものが存在する。
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f(a) ∈ U , f(b) ∈ V だから a ∈ f−1(U),b ∈ f−1(V )であり f−1(U), f−1(V )は Sの開集合
である (X の商位相の定義による)。F の定義より F−1(U × V ) = f−1(U) × f−1(V )に注
意すると (a, b) ∈ f−1(U) × f−1(V ) = F−1(U × V ) ⊂ F−1(A)となる。従って F−1(A)は
S × Sの開集合である。つまり F は連続である。

F−1(∆(X)) = {(a, b) ∈ S × S | F (a, b) ∈ ∆(X)}
= {(a, b) ∈ S × S | (f(a), f(b)) ∈ ∆(X)} = G

であり仮定からG = {(a, b) ∈ S×S | f(a) = f(b)}は閉集合。よってF−1(∆(X))はS×S

の閉集合。従って F−1((X ×X) \∆(X)) = (S × S) \G は S × Sの開集合である。
次にF (F−1((X×X)\∆(X))) = (X×X)\∆(X)を示す。任意の (x, y) ∈ F (F−1((X×

X) \∆(X)))を取ると (x, y) = F (a, b)となる (a, b) ∈ F−1((X ×X) \∆(X))が存在するか
ら (x, y) ∈ (X ×X) \∆(X)となる。逆に (x, y) ∈ (X ×X) \∆(X)を取る。f : S → Xが
全射だから f(a) = x, f(b) = yとなる a, b ∈ Sが取れる。このときF (a, b) = (x, y)となる。
よって (a, b) ∈ F−1((X ×X) \∆(X))であり (x, y) = F (a, b) ∈ F (F−1((X ×X) \∆(X)))

となる。従って F (F−1((X ×X) \∆(X))) = (X ×X) \∆(X)が分かった。
最後にS×Sの任意の開集合Aに対してF (A)がX×Xの開集合であることを示す。こ
れが示されればF−1((X×X)\∆(X))がS×Sの開集合だからF (F−1((X×X)\∆(X))) =

(X × X) \ ∆(X)がX × X の開集合、つまり∆(X)はX × X の開集合となる。よって
∆(X)はX×Xの閉集合となり問題 18よりXがHausdorff空間であることが結論される。
Aを S × S の開集合として (x, y) ∈ F (A)とする。(x, y) = F (a, b)となる (a, b) ∈ A

を取る。Aが S × S の開集合だから S の開集合 U ,V が存在して (a, b) ∈ U × V ⊂ A

となる。(x, y) ∈ F (U × V ) ⊂ F (A)である。ここで F (U × V ) = f(U) × f(V )を示
せば問題の仮定から f(U),f(V )は X の開集合だから f(U) × f(V )が X × X の開集合
となり F (A)が X × X の開集合となることが分かる。そこで (z, w) ∈ F (U × V )を取
る。このとき (z, w) = (f(c), f(d))となる c ∈ U ,d ∈ V を取ることが出来る。よって
z ∈ f(U),w ∈ f(V )だから (z, w) ∈ f(U) × f(V )。逆に (z, w) ∈ f(U) × f(V )とす
る。このとき c ∈ U , d ∈ V で z = f(c), w = f(d)となるものが存在する。よって
(z, w) = (f(c), f(d)) = F (c, d) ∈ F (U ×V )。従ってF (U ×V ) = f(U)× f(V )となる。以
上よりXがHausdorff空間であることが分かった。

問題 20.

(1) τ : Sn → Sn,τ(x) = −xであったから τ(τ(x)) = xが任意の x ∈ Snに対して成り立
つ。特に τ は全単射であり τ−1 = τ となる。τ はRn+1 ∋ x 7→ −x ∈ Rn+1 の Snへの
制限なので連続である。従って τ−1 = τ も連続であるから τ は同相写像である。

(2) U ⊂ Snを開集合とする。x ∈ π−1(π(U))とする。このとき π(x) ∈ π(U)である。
従って π(x) = π(y)となる y ∈ U が取れる。同値関係≈の定義から x = ±yとなる。
つまり x = yまたは x = τ(y)だから x ∈ U ∪ τ(U)。逆に x ∈ U ∪ τ(U)とすると
x ∈ U ならば π(x) ∈ π(U)である。また x ∈ τ(U)なら x = −y = τ(y)となる y ∈ U

が存在する。よって π(x) = π(−y) = π(y) ∈ π(U)だから x ∈ π−1(π(U))。つまり
π−1(π(U)) = U ∪ τ(U)が成り立つ。特に τ(U)が開集合だから π−1(π(U))は Snの
開集合。従って商位相の定義から π(U)はXの開集合である。

解答Y1-2W16-12 名古屋大学・理学部・数理学科



2W数学演習V・VI 解答 Y112-15
担当教員: 柳田 伸太郎 研究室: A441 E-mail:yanagida@math.nagoya-u.ac.jp

(3) G = {(a, b) ∈ Sn × Sn | π(a) = π(b)}とおく。任意の x ∈ Snに対して (x, x) ∈ G

だから∆(Sn) ⊂ Gである。また π(x) = π(−x)より (x,−x) = (x, τ(x)) ∈ Gとな
る。従って ∆(Sn) ∪ {(a, τ(a) | a ∈ Sn)} ⊂ G となる。一方 (x, y) ∈ Gとすると
π(x) = π(y)より y = ±x。従って (x, y) ∈ ∆(Sn) ∪ {(a, τ(a)) | a ∈ Sn} となる。
つまり G = ∆(Sn) ∪ {(a, τ(a)) | a ∈ Sn}である。Sn は Hausdorff空間 (Rn,On)

の部分空間だからHausdorff空間である。よって∆(Sn)は Sn × Snの閉集合。また
τ : Sn → Snは連続だからプリントY111問題 21より {(a, τ(a)) | a ∈ Sn}はSn×Sn

の閉集合である。従ってGは Sn × Snの閉集合となる。従って問題 19 よりX は
Hausdorff空間である。

(4) 一般にXがHausdorff空間、Y がXと同相な位相空間ならば Y はHausdorff空間で
ある (以下の補足を参照)。いまRP nはHausdorff空間X = Sn/≈と同相だから射影
空間RP nはHausdorff空間となる。

補足 4. Y がHausdorff空間Xと同相な位相空間とする。このとき Y はHausdorff空間で
あることを示す。そのために f : Y → Xを同相写像、つまり連続な全単射で f−1 : X → Y

が連続と仮定する。任意の y, y′ ∈ Y , y ̸= y′ を取り x := f(y), x′ := f(y′)とする。f
が単射で y ̸= y′だから x ̸= x′. X が Hausdorff空間なのでX の開集合 U,U ′で x ∈ U ,

x′ ∈ U ′, U ∩U ′ = ∅となるものが取れる。V = f−1(U), V ′ = f−1(U ′)は Y の開集合。また
y = f−1(x) ∈ f−1(U) = V , y′ = f−1(x′) ∈ f−1(U ′) = V ′で V ∩ V ′ = f−1(U) ∩ f−1(U ′) =

f−1(U ∩ U ′) = f(∅) = ∅ だから Y はHausdorff空間である。

問題 21. A ⊂
∪

a∈A U(a; 1) が成り立つ。但し ε > 0 に対して U(a; ε) = {x ∈ S |
d(a, x) < ε}である。Aがコンパクト集合で {U(a; 1) | a ∈ A}は Aの開被覆だから
A ⊂

∪K
i=1 U(ai; 1)となる有限個のa1, . . . , aK ∈ Aを取ることが出来る。ここでs = aKとし

て ro := max{d(a1, s), . . . , d(aK−1, s)}とおく。このときd(s, ai) ≤ roが任意の i = 1, . . . , K

に対して成り立つことに注意。ここでA ⊂ U(s; 1 + ro)を示す。任意の i = 1, . . . , Kと任
意の x ∈ U(ai; 1)に対して d(s, x) ≤ d(s, ai) + d(ai, x) < ro + 1だから x ∈ U(s; ro + 1)と
なる。つまりA ⊂

∪K
i=1 U(ai; 1) ⊂ U(s; ro + 1) となるからAは有界である。

また後半の答えは「存在する」である。実際、上の設定で r = 1 + ro とおくと A ⊂
U(s; r). 任意の a ∈ S を取り t := r + d(a, s)とおく。このとき任意の x ∈ Aに対して
d(a, x) ≤ d(a, s) + d(s, x) < d(a, s) + r = tとなるから x ∈ U(a; t). よってA ⊂ U(a; t).

問題 22. (ノルムの条件 (N1), (N2), (N3)についてはプリントY102を参照。) f ∈ C(S)

とする。任意の x ∈ S に対して 0 ≤ |f(x)| ≤ ∥f∥より ∥f∥ ≥ 0。また f = 0のときは
∥f∥ = supx∈S |f(x)| = 0である。更に ∥f∥ = 0なら f(x) = 0が任意の x ∈ Sに対して成
り立つから f = 0である。よって条件 (N1)が成り立つ。任意の c ∈ C,f ∈ C(S)を取る。
このとき |cf(x)| = |c||f(x)| (x ∈ S) において x ∈ Sについて上限を取れば ∥cf∥ = |c|∥f∥
が成り立つことが分かる。つまり条件 (N2)が成り立つ。また任意の x ∈ S,f, g ∈ C(S)に
対して |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ∥f∥+ ∥g∥が成り立つ。よってこの式で x ∈ Sに
ついて上限を取れば ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥となり条件 (N3)が成り立つ。
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問題 23. {fn}∞n=1 ⊂ C(S)がCauchy列であるとする。つまり d∞(fn, fm) → 0 (n,m→ ∞)

が成り立つとする。d∞の定義より ∥fn − fm∥ → 0 (n,m → ∞). ノルム ∥ · ∥の定義か
ら任意の x ∈ S に対して |fn(x) − fm(x)| ≤ supy∈S |fn(y) − fm(y)| = ∥fn − fm∥. 特に
{fn(x)}∞n=1は Cの Cauchy列である。よって収束する。{fn(x)}の極限を f(x) ∈ Cとす
る。これが任意の x ∈ Sについて得られるから、関数 S ∋ x 7→ f(x) ∈ Cが得られた。
このようにして得られた関数 f が連続であり ∥f − fn∥ → 0(n → ∞), つまり {fn}は

f に (C(S), d∞)で収束することを示す。任意の ε > 0を取る。このときある番号 n0 が
存在して、n,m ≥ n0ならば ∥fn − fm∥ < ε/3が成り立つ。特に n,m ≥ n0ならば任意
の x ∈ Sに対して |fn(x) − fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥ < ε/3である。ここで n ≥ n0を固定し
たら数列 {|fn(x) − fm(x)|}はm → ∞のとき |fn(x) − f(x)|に収束する。従って上式で
m → ∞とすると n ≥ n0ならば |f(x)− fn(x)| ≤ ε/3が任意の x ∈ Sに対して成り立つ。
任意の a ∈ Sを取る。すると fn0が連続だからある δ > 0が存在して、d(a, x) < δならば
|fn0(x)− fn0(a)| < ε/3が成り立つ。よって d(a, x) < δのとき

|f(x)− f(a)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(a)|+ |fn0(a)− f(a)| < ε/3+ ε/3+ ε/3 = ε

となる。よって fは aで連続。a ∈ Sは任意だったから fはSで連続、つまり f ∈ C(S)で
ある。また n ≥ n0ならば任意の x ∈ Sに対して |f(x)− fn(x)| ≤ ε/3であった。この式で
x ∈ Sについて上限を取ると ∥f − fn∥ ≤ ε/3が得られる。これは ∥fn − f∥ → 0 (n→ ∞)

を表している。従って {fn}は f に (C(S), d∞)で収束する。

補足 5. 一般に距離空間 (X, d)の点列 {xn}∞n=1が収束列ならばそれはCauchy列である。
(逆は一般には成り立たない。この逆、つまり任意のCauchy列が収束列となる、という性
質を持つ距離空間を完備であると言った。) これを示しておく。{xn}が収束列であると仮
定して, 極限を x ∈ X とします。任意の ε > 0を取ると、ある番号N が存在して n ≥ N

ならば d(xn, x) < ε/2となる。従って n,m ≥ N ならば d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) <

ε/2 + ε/2 = ε. つまり d(xn, xm) → 0 (n,m→ ∞) が成り立つ。これは {xn}がCauchy列
であることを表している。

問題 24.

(1) 任意の a ∈ S をとる。任意の b ∈ S \ {a}に対して δ = d(a, b)とおくと δ > 0で
あり U(b; δ) ⊂ S \ {a}となる。つまり S \ {a}は開集合だから {a}は閉集合。次に
ε := min{d(a, b) | b ∈ S \ {a}}とする。c ∈ U(a; ε)とすると d(a, c) < ε. 従って任意
の b ∈ S, b ̸= aに対して d(a, c) < d(a, b)となる。もし c ̸= aならばこの式で b = c

とすることが出来て d(a, c) < d(a, c)となり矛盾する。よって a = cである。いま
a ∈ U(a; ε)だから U(a, ε) = {a}となる。従って {a}は Sの開集合である。

(2) 設問 (1)より任意の a ∈ Sに対して {a}は Sの開集合である。U を Sの任意の部分
集合とする。このとき U =

∪
b∈U{b}となるから U は Sの開集合である。つまり S

の位相は離散位相 2S (Sの部分集合全体の族)である。そこで f : S → Cを任意の
関数とする。Cの開集合 V に対して f−1(V )は Sの部分集合だから開集合、よって
f は連続である。従って特に fa (a ∈ S)も連続である。
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(3) 設問 (2)よりC(S) = {f : S → C}である。つまりC(S)は S上の関数全体の空間と
一致することに注意する。S = {a1, . . . , aN}とおく。各 aiは互いに異なる点である。
また fi = fai(i = 1, . . . , N) とする。任意の関数 f : S → Cと任意の i = 1, . . . , N に
対して f(ai) =

∑N
j=1 f(aj)fj(ai)が成り立つ。実際 fj(ai)は i = jのとき 1でその他

のとき 0だからである。つまり任意の f ∈ C(S)は f1, . . . , fN の線形結合で書き表せ
る。また

∑N
j=1 cjfj = 0, ci ∈ C (i = 1, . . . , N) とすると 0 =

∑N
j=1 cjfj(ai) = ci とな

るから ci = 0 (i = 1, . . . , N) となり f1, . . . , fN は一次独立。よって {f1, . . . , fN}は
線形空間C(S)の基底となる。特にC(S)はN 次元である。ここで

Φ(f) := t(f(a1), . . . , f(aN))

で写像Φ : C(S) → CN を定めると、Φが容易に線形写像であることが分かる。また
Φ(f) = 0とすると任意の i = 1, . . . , N に対して f(ai) = 0, つまり f = 0であるから
Φは単射。C(S)とCNは共にN次元複素線形空間であるからΦ : C(S) → CNは線形
同型写像である。またΦ−1 : CN → C(S)はΦ−1(z)(ai) = zi (z =

t(z1, . . . , zn) ∈ CN)

で与えられる。特に z ∈ CN に対して ∥Φ−1(z)∥ = max{|z1|, . . . , |zN |}となる。従っ
て任意の z ∈ CN に対して Euclidノルムを |z| (= (|z1|2 + · · ·+ |zN |2)1/2) と書くと

∥Φ−1(z)∥ ≤ |z| ≤ N1/2∥Φ−1(z)∥.

特に任意の f ∈ C(S)に対して ∥f∥ ≤ |Φ(f)| ≤ N1/2∥f∥. そこで {zn} ⊂ CN ,

zn → z ∈ CN とすると

∥Φ−1(zn)− Φ−1(z)∥ = ∥Φ−1(zn − z)∥ ≤ |zn − z| → 0

がn→ ∞のとき成り立つからΦ−1 : CN → C(S)は連続である。さらに{fn} ⊂ C(S),

fn → f ∈ C(S), つまり ∥fn − f∥ → 0 (n→ ∞) とすると

|Φ(fn)− Φ(f)| = |Φ(fn − f)| ≤ N1/2∥fn − f∥ → 0 (n→ ∞)

が成り立つから Φ : C(S) → CN も連続である。Φは連続な全単射でかつ Φ−1も連
続だから同相写像である。

(4) 設問 (3)の解答から r > 0に対してΦ(Dr(S)) ⊂ {z ∈ CN | |z| ≤ rN1/2}. Φは同相写
像,Dr(S)はC(S)の閉集合だからΦ(Dr(S))はCNの有界閉集合、よってコンパクト
集合である。Φ−1が連続だからΦ−1(Φ(Dr(S))) = Dr(S)もコンパクト集合である。

問題 25.

(1) 任意の n ∈ N,x ∈ Sをとる。定義から ρn(x) ≥ 0であり d(x, an) ≥ 0である。よって
ρn(x) + d(x, an) = 0となるのは ρn(x) = d(x, an) = 0の時かつその時に限るが、こ
のとき x = anであり ρn(x) = min{d(a0, x), . . . , d(an−1, x)}だから、ρn(x) = 0なら
ある i (0 ≤ i ≤ n− 1)が存在して x = aiとなる。従って an = aiとなるが、i ̸= nで
あり {ak}∞k=0は異なる点からなる点列だから矛盾。よって ρn(x) + d(x, an) > 0が任
意の x ∈ Sに対して成り立つから、関数 fn(x) = ρn(x)/(ρn(x) + d(x, an))が定義さ
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れる。またこの式から 0 ≤ fn(x) ≤ 1である。fn(x) = 1となるのは d(x, an) = 0, つ
まり x = anの時かつその時に限る。また fn(x) = 0となるのは ρn(x) = 0の時、つ
まりある i (0 ≤ i ≤ n− 1)が存在して x = aiとなる時、かつその時に限るから、主
張が示せた。

(2) x, y ∈ Sとすると |d(x, an) − d(y, an)| ≤ d(x, y) より関数 x 7→ d(x, an)は連続であ
る。また 0 ≤ i ≤ n− 1に対して d(x, ai) ≤ d(x, y) + d(ai, y)より ρn(x) ≤ d(x, y) +

d(ai, y)が成り立つ。これが任意の i (i = 0, . . . , n−1)に対して成り立つから ρn(x) ≤
d(x, y)+ρn(y). x, yは任意だからx, yを入れ替えてρn(y) ≤ d(x, y)+ρn(x). これより
|ρn(x)−ρn(y)| ≤ d(x, y)は連続である。従ってx 7→ ρn(x)+d(x, an)はS上の正の連
続関数だからx 7→ 1/(ρn(x)+d(x, an))もS上の連続関数である。fn(x)はこの連続関
数と連続関数 ρn(x)との積だから S上連続である。後半は 0 ≤ fn(x) ≤ 1,fn(an) = 1

より ∥fn∥ = 1となるから fn ∈ D1(S)となる。

(3) 任意のm,n ∈ N,n > mを取る。任意の x ∈ Sに対して設問 (1)より−1 ≤ fn(x) −
fm(x) ≤ 1だから |fn(x) − fm(x)| ≤ 1となる。また fm(am) = 1であり、m < n

だから設問 (1)より fn(am) = 0となる。従って |fn(am) − fm(am)| = 1となるから
∥fn − fm∥ = 1となる。

次に {fn}∞n=1が収束する部分列 {fn(i)}∞i=1を含むと仮定する。ここで n(i)は i ∈ Nに
ついて単調増大である。{fn(i)}は収束列だからCauchy列である。よってある J ∈ N
が存在して i, j ≥ J ならば ∥fn(i) − fn(j)∥ < 1が成り立つ。ところが i > j ならば
n(i) > n(j)だから上で示したことにより ∥fn(i) − fn(j)∥ = 1となり矛盾する。よっ
て {fn}は収束する部分列を含まない。

(4) 任意の r > 0をとり固定する。Dr(S) = {f ∈ C(S) | ∥f∥ ≤ r}が (C(S), d∞)のコン
パクト集合ではないことを示す。連続関数の列 {gn}∞n=1を gn(x) = rfn(x)(x ∈ S) と
定義する。設問 (2)より ∥gn∥ = r∥fn∥ = rだから {gn} ⊂ Dr(S)である。また設問
(3)より n > mに対して ∥gn − gm∥ = r∥fn − fm∥ = rとなる。従って設問 (3)と同
様にして {gn}が収束する部分列を含まないことが分かる。よって定理 1 (1)の条件
(c)よりDr(S)はコンパクト集合ではない。
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