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問題 0. ε > 0, a ∈ X, b ∈ Y に対して UX(a; ε) := {x ∈ X | dX(a, x) < ε}, UY (b; ε) :=

{y ∈ Y | dY (b, y) < ε}と書く。
(1) =⇒ (2) a ∈ X として {xn}∞n=1 ⊂ X を aに収束する点列とする。任意の ε > 0を
取る。(1)より x ∈ X, dX(x, a) < δならば dY (f(x), f(a)) < εとなる δ > 0が取れる。
limn→∞ dX(xn, a) = 0より n ≥ N ならば dX(xn, a) < δとなる番号N が取れる。よって
n ≥ N ならば dY (f(xn), f(a)) < εとなる。これは点列 {f(xn)}∞n=1 ⊂ Y が f(a) ∈ Y に収
束することを表している。よって (2)が成り立つ。
(2) =⇒ (3) 対偶を示す。(3)が成り立たないとすると Y のある開集合 V で f−1(V )がX

の開集合でないものが存在する。このときある点 a ∈ f−1(V )が存在して、任意の ε > 0に
対してUX(a; ε) ̸⊂ f−1(V )となる。特に ε = 1/n(n = 1, 2, . . .)としてxn ∈ UX(ε; 1/n)かつ
xn ̸∈ f−1(V ) となるものが存在する。dX(xn, a) < 1/nだから点列 {xn} ⊂ Xは点 aに収束
する。またf(a) ∈ V でV がY の開集合だから、あるδ > 0が存在してUY (f(a); δ) ⊂ V とな
る。xnの取り方から f(xn) ̸∈ V ,特に f(xn) ̸∈ UY (f(a); δ)である。よって {f(xn)}∞n=1 ⊂ Y

は f(a) ∈ Y に収束しない。つまり (2)は成り立たない。
(3)=⇒ (1)任意の a ∈ X, ε > 0を取る。(3)より f−1(UY (f(a); ε))はXの開集合である。

a ∈ f−1(UY (f(a); ε))だから、ある δ > 0が存在してUX(a; δ) ⊂ f−1(UY (f(a); ε)). よって
x ∈ Xが dX(x, a) < δならば dY (f(x), f(a)) < εが成り立つ。つまり (1)が成り立つ。

問題 1. (プリントY102, 問題 12参照) 任意の a ∈ X に対して ε > 0なら U(a; ε) ⊂ X だ
からX ∈ Od. また a ̸∈ ∅だから ∅ ∈ Odであり条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ Odとし
て a ∈ U ∩ V を取る。U, V が開集合だから、ある正の数 δ1, δ2が存在して U(a; δ1) ⊂ U ,

U(a; δ2) ⊂ V となる。δ := min{δ1, δ2}とすると U(a; δ) ⊂ U ∩ V だから U ∩ V ∈ Odと
なり条件 (O2)が成り立つ。集合Λの任意の元 λに対してUλ ∈ Odが与えられているとす
る。a ∈

∪
λ∈Λ Uλとする。a ∈ Uµとなる µ ∈ Λが存在する。Uµ ∈ Odより、ある δ > 0

が存在して U(a; δ) ⊂ Uµ ⊂
∪

λ∈Λ Uλとなるから
∪

λ∈Λ Uλ ∈ Od となり条件 (O3)が成り立
つ。従ってOdはXの位相である。

問題 2. 任意の a ∈ Rn, ε > 0に対して U(a; ε) := {x ∈ Rn | d(a, x) < ε}, U1(a; ε) := {x ∈
Rn | d1(a, x) < ε}とおく。関数 f(t) := t

1+t
(t ≥ 0)と s, t ≥ 0について s < t ⇐⇒ f(s) <

f(t)が成り立つ (これはf(t)−f(s) = (t−s)
(1+t)(1+s)

から従う)。またd1(x, y) = f(d(x, y))(x, y ∈
Rn)だから、任意の a ∈ Rn, ε > 0に対して

x ∈ U(a; ε) ⇐⇒ d(x, a) < ε ⇐⇒ d1(x, a) = f(d(x, a)) < f(ε) ⇐⇒ x ∈ U1(a; f(ε)).

従って U(a; ε) = U1(a; f(ε)). U ∈ Od, a ∈ U とする。ある δ > 0が存在して U(a; δ) ⊂ U

となる。よってU1(a; f(δ)) ⊂ UだからU ∈ Od1 . 逆にU ∈ Od1とするとある 0 < δ < 1が
存在してU1(a; δ) ⊂ U . δ/(1−δ) > 0, f(δ/(1−δ)) = δよりU1(a; δ) = U(a; δ/(1−δ)) ⊂ U .

よって U ∈ Od. 以上よりOd1 = Od.

問題 3. 答えは 29 個である。一般に有限集合 Y に対してその元の個数を |Y | と書く。
A = {a}, B = {b}, C = {c}とすると X = {a, b, c}の部分集合全体の族 2X は 2X =
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{∅, A,B,C,A ∪ B,B ∪ C,C ∪ A,X} となる。O ⊂ 2X を X = {a, b, c} の位相とし、
n := |O ∩ {A,B,C}|とする。
n = 0の時。一つ目はO = {∅, X}. O ̸= {∅, X}の時は F ∈ Oを F ̸= ∅, X とすると

|F | = 2である。このようなものが二つ以上あったとしてF,G ∈ O, F ̸= G, |F | = |G| = 2

と仮定する。この時 F ∩ G ̸= ∅であり F ̸= Gより F ∩ G ∈ {A,B,C}となるから矛盾。
よってOの元で二個の元からなる部分集合は存在しても高々一つ。この一つは自由に選
べるから合計で 1 + 3 = 4通りある。
n = 1の時。このときA,B,Cから一つ選ぶ選び方が3通りある。O∩{A,B,C} = {A}と
仮定する。|O\{∅, A,X}| = 0ならO = {∅, A,X}となる (一通り)。また |O\{∅, A,X}| = 1

のときは X の二つの元からなる部分集合を自由に選んでよいから 3通りある。さらに
|O \ {∅, A,X}| = 2の時、O \ {∅, A,X} = {F,G}とすると F ∩G = Aとなる必要がある
ため、F = A ∪BかつG = C ∪A, つまりO \ {∅, A,X} = {A ∪B,C ∪A}と定まる。合
計で 3× (1 + 3 + 1) = 15通りある。
n = 2の時。この時はA,B,Cから二つ選ぶ選び方が3通りある。O∩{A,B,C} = {A,B}
とする。この時A∪B ∈ Oとなる必要がある。|O∩{A∪B,B∪C,C∪A}| = 1の時はこれ
だけだから 1通り。|O∩{A∪B,B∪C,C∪A}| = 2の時はA∪Bの他にB∪CまたはC∪A
が入りうるから 2通り。|O∩{A∪B,B∪C,C∪A}| = 3の時は (B∪C)∩ (C∪A) = C ̸∈ O
となるため存在しない。以上より 3× 3 = 9通りある。
n = 3の時。この時A,B,C ∈ OよりA∪B,B∪C,C ∪A ∈ OとなりO = 2Xで 1通り。
以上によりX = {a, b, c}には 29通りの位相が入ることが分かった。

問題 4. ∅ = A ∩ ∅, A = A ∩ X であり ∅, X ∈ Oだから ∅, A ∈ OAとなり条件 (O1)が
成り立つ。U, V ∈ OA とすると U = A ∩ W , V = A ∩ OとなるW,O ∈ Oが存在す
る。よって U ∩ V = (A ∩ W ) ∩ (A ∩ O) = A ∩ (W ∩ O)でありW ∩ O ∈ Oだから
U ∩ V ∈ OA となり条件 (O2)が成り立つ。集合 Λの任意の元 λに対して Uλ ∈ OA が
与えられているとする。任意の λ ∈ Λに対して Uλ = A ∩ Oλとなる Oλ ∈ Oを取ると∪

λ∈Λ Uλ =
∪

λ∈ΛA ∩ Oλ = A ∩
∪

λ∈ΛOλであり
∪

λ∈ΛOλ ∈ Oだから
∪

λ∈Λ Uλ ∈ OAとな
り条件 (O3)が成り立つ。よってOAはAの位相である。

問題 5. (1) 任意の a ∈ Rと任意の b > a (b ∈ R)に対して [a, b) ⊂ R, a ̸∈ ∅だから
R, ∅ ∈ OS となり条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ OS, a ∈ U ∩ V とする。b1, b2 > aが
存在して [a, b1) ⊂ U , [a, b2) ⊂ V が成り立つ。b := min{b1, b2}とすると a < bであって
[a, b) ⊂ U ∩ V となるからU ∩ V ∈ OSであり条件 (O2)が成り立つ。集合Λの任意の元 λ

に対してUλ ∈ OSが与えられているとする。a ∈
∪

λ∈Λ Uλとする。ある µ ∈ Λが存在して
a ∈ Uµとなる。よってある b > aが存在して [a, b) ⊂ Uµ ⊂

∪
λ∈Λ Uλ. 従って

∪
λ∈Λ Uλ ∈ OS

であり条件 (O3)が成り立つ。従ってOSはRの位相である。
(2) 任意の U ∈ Odを取る。a ∈ U とする。距離位相の定義から、ある δ > 0が存在し
て |x − a| < δとなる任意の x ∈ Rに対して x ∈ U となる。この時 [a, a + δ) ⊂ U だから
U ∈ OSでありOd ⊂ OSとなる。また a < cに対して [a, c) ̸∈ Odだが [a, c) ∈ OSである。
実際 a ∈ [a, c)だが、任意の ε > 0に対して a− ε/2 ∈ (a− ε, a+ ε)かつ a− ε/2 ̸∈ [a, c)よ
り (a− ε, a+ ε) ̸⊂ [a, c)だから [a, c) ̸∈ Od. また任意の b ∈ [a, c)に対して [b, c) ⊂ [a, c)よ
り [a, c) ∈ OS. 従ってOd ̸= OSである。
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問題 6. Ao = A, A = {x ∈ Rn | |x| ≤ r}, ∂A = {x ∈ R | |x| = r}, Bo = ∅, B = ∂B =

{x = t(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn = 0, x21 + · · ·+ x2n−1 ≤ r2} となることを以下で示す。
まず一般の位相空間 (X,O)の部分集合 Y ⊂ Xに対して, Y o ⊂ Y ⊂ Y , Y = Y o ∪ ∂Y ,

Y o ∩ ∂Y = ∅が成り立つことに注意する (以下の補足で示す)。
Aについて。任意の a ∈ Aを取ると r − |a| > 0. b ∈ U(a; r − |a|)とすると |b| =

|b − a + a| ≤ |b − a| + |a| < rだから U(a; r − |a|) ⊂ A. よって Aの任意の点は Aの内
点だから Ao ⊃ A. 従って Ao = A. また a ∈ Rn, |a| > rとすると |a| − r > 0. 任意の
b ∈ U(a; |a| − r)に対して

|b| = |a+ b− a| ≥ |a| − |b− a| > |a|+ r − |a| = r

だから b ∈ Rn \A. よってU(a; |a| − r) ⊂ Rn \Aであり、aはRn \Aの内点である。従っ
て |a| > rなら a ̸∈ ∂A. よって a ∈ ∂Aならば |a| ≤ r. また |a| < rならば a ∈ Aoだった
から a ̸∈ ∂A. よって a ∈ ∂Aならば |a| ≥ r. 即ち ∂A ⊂ {x ∈ Rn | |x| = r}. 一方 a ∈ Rn,

|a| = rとし任意の 0 < ε < rを取る。この時 |(1 − ε/(2r))a| = |r − ε/2| = r − ε/2 < r,

|(1−ε/(2r))a−a| = ε/2より (1−ε/(2r))a ∈ U(a; ε)∩Aであり、|(1+ε/(2r))a| = r+ε/2 >

r, |(1 + ε/(2r))a− a| = ε/2より (1 + ε/(2r))a ∈ U(a; ε) ∩ (Rn \ A). 従って a ∈ ∂Aであ
る。以上より ∂A = {x ∈ Rn | |x| = r}. 更にA = Ao ∪ ∂AよりA = {x ∈ Rn | |x| ≤ r}.
Bについて。任意の a ∈ Rnを a = t(a′, an), a

′ = t(a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1 と書き表すこ
とにする。B = {t(x′, 0) ∈ Rn | |x′| < r}である。任意の a = t(a′, 0) ∈ B, ε > 0を取
る。(a′, ε/2) ∈ U(a; ε) ∩ (Rn \ B) ̸= ∅, a ∈ U(a; ε) ∩ B ̸= ∅だからB ⊂ ∂Bである。特に
Bo = ∅. またB = Bo ∪ ∂B = ∂BとなるのでBだけ考えれば良い。a = t(a′, an) ∈ Rn,

an ̸= 0の時 0 < ε < |an|となる任意の ε > 0に対して b = t(b′, bn) ∈ U(a; ε)とすると
|bn − an| ≤ |b− a| < εであり

|bn| = |an + bn − an| ≥ |an| − |bn − an| > |an| − ε > 0.

よって b ∈ Rn \B. つまりU(a; ε) ⊂ Rn \Bだから a ̸∈ Bとなる。従ってB ⊂ {t(x′, 0) ∈
Rn | x′ ∈ Rn−1}. 次に a = t(a′, 0), |a′| > rとする。|a′| − r > 0に注意。b ∈ U(a; |a′| − r)

ならば |b′ − a′| ≤ |b− a| < |a′| − rより

|b′| = |a′ + b′ − a′| ≥ |a′| − |b′ − a′| > r.

よって b ∈ Rn \ Bだから U(a; |a′| − r) ⊂ Rn \ B. よって a ̸∈ B. つまりB ⊂ {t(x′, 0) ∈
Rn | |x′| ≤ r}. 次に a = t(a′, 0) ∈ Rn, a′ ∈ Rn−1, |a′| = rとする。この時任意の 0 < ε < r

に対して b′ := (1 − ε/(2r))a′ ∈ Rn−1, b := t(b′, 0) ∈ Rn おくと |b′| = r − ε/2 < r,

|b − a| = |b′ − a′| = ε/2 < εより b ∈ U(a; ε) ∩ B ̸= ∅となる。従って a ∈ Bとなるから
B = {t(x′, 0) ∈ Rn | x′ ∈ Rn−1, |x′| ≤ r}が成り立つ。

補足 1. 任意の位相空間 (X,O)と部分集合 Y ⊂ Xに対して Y o ⊂ Y ⊂ Y , Y = Y o ∪ ∂Y ,

Y o ∩ ∂Y = ∅を示しておく。内点の定義から a ∈ Y oなら a ∈ U , U ⊂ Y となる開集合 U

が存在するから a ∈ Y . よって Y o ⊂ Y . 次に a ∈ Y なら aを含む任意の開集合 U に対
して a ∈ U ∩ Y ̸= ∅だから a ∈ Y . よって Y ⊂ Y . また ∂Y の点は定義から Y の触点な
ので ∂Y ⊂ Y . 従って Y o ∪ ∂Y ⊂ Y . a ̸∈ Y oならば aを含む任意の開集合 U に対して

解答Y1-2W16-11 名古屋大学・理学部・数理学科



2W数学演習V・VI 解答 Y111-10
担当教員: 柳田 伸太郎 研究室: A441 E-mail:yanagida@math.nagoya-u.ac.jp

U ̸⊂ Y , つまり U ∩ (X \ Y ) ̸= ∅. これは aがX \ Y の触点であることを表している。さ
らに a ∈ Y \ Y oなら aは Y の触点でもあるため a ∈ ∂Y . よって Y ⊂ Y o ∪ ∂Y . 従って
Y = Y o ∪ ∂Y . また a ∈ Y oなら a ∈ U , U ⊂ Y となる開集合 Y が存在するが、この時
U ∩ (X \ Y ) = ∅だから a ̸∈ ∂Y となり Y o ∩ ∂Y = ∅が分かる。

問題 7. A = [α, β] ⊂ R (α < β)とする。Rの Euclid距離から定まる距離位相 O に
ついて Ao = (α, β), A = [α, β], ∂A = {α, β}である。実際 x ∈ (α, β)なら ε > 0で
(x− ε, x+ ε) ⊂ (α, β)となるものが取れるから (α, β) ⊂ Ao. またα+ ε < βを満たす任意
の ε > 0に対して (α− ε, α + ε) ∩ A = [α, α + ε) ̸= ∅ だから α ̸∈ Aoかつ α ∈ A. 更に

(α−ε, α+ε)∩(R\A) = ((α−ε, α+ε)∩(−∞, α))∪((α−ε, α+ε)∩(β,+∞)) = (α−ε, α) ̸= ∅

だから α ∈ ∂A. 同様にして β ∈ ∂A, β ̸∈ Aoとなる。x < αなら x + ε < αとなる ε > 0

が取れる。また x > βなら x− ε > βとなる ε > 0が取れるから、いずれにしても x ̸∈ A.

∂A ⊂ Aなので、以上よりAo = (α, β), A = [α, β], ∂A = {α, β}.
次に位相OS についてはAo = [α, β), A = [α, β], ∂A = {β}である。実際 x ∈ [α, β)な
らば x + ε < βとなる ε > 0を取ると [x, x + ε) ⊂ A. よって x ∈ Aoであり [α, β) ⊂ Ao.

x ∈ Aとすると任意の ε > 0に対して [x, x + ε) ∩ [α, β] ̸= ∅. x < αとすると x + ε < α

となる ε > 0が取れる。この時 [x, x + ε) ∩ [α, β] = ∅. また x > βとすると任意の ε > 0

に対して [x, x + ε) ∩ [α, β] = ∅. よって A ⊂ [α, β] = Aであり、A ⊂ Aだから A = A.

β < bとなる任意の b ∈ Rに対して [β, b) ∩ A = {β} ̸= [β, b) だから β ̸∈ Ao であり、
[β, b) ∩ (R \ A) = (β, b) ̸= ∅より β ∈ ∂A. 一般にAo ∪ ∂A = A, Ao ∩ ∂A = ∅であるが、
[α, β) ⊂ Ao, β ∈ ∂A, A = Aが示されたからAo = [α, β), ∂A = {β}でなくてはならない。

問題 8. a ∈ X が A ⊂ X の集積点であるとする。任意の ε > 0に対して U(a; ε) = {x ∈
X | d(x, a) < ε}は aを含む (X,Od)の開集合である。よってU(a; 1)∩ (A\{a}) ̸= ∅. そこ
で x1 ∈ U(a; 1)∩ (A \ {a})を取る。x1 ∈ A, x1 ̸= aであるから ε1 := min{1, d(x1, a)} > 0.

そこで x2 ∈ U(a; ε1/2) ∩ (A \ {a}) ̸= ∅を取る。x1 ̸∈ U(a; ε1/2)だから x2 ̸= x1, x2 ̸= a,

x2 ∈ Aである。一般に k ∈ Nに対して x1, . . . , xk ∈ Aと正の数列 {εi}k−1
i=1 を xi ̸= xj

(i, j = 1, . . . , k, i ̸= j), xi ̸= a, xi ∈ U(a; εi−1/2) (i = 2, . . . , k), εi ≤ 1/i (i = 1, . . . , k − 1)

を満たすものが取れたとする。εk := min{1/k, d(x1, a), . . . , d(xk, a)}とおくと εk > 0であ
り、xi ̸∈ U(a, εk/2) (i = 1, . . . , k)が成り立つ。よって xk+1 ∈ U(a; εk/2) ∩ (A \ {a}) ̸= ∅
とすると xk+1 ̸= xi(i = 1, . . . , k), xk+1 ̸= a, xk+1 ∈ Aが成り立つ。このようにして異なる
点からなる点列 {xn}∞n=1と正の数列 {εn}∞n=1で {xn} ⊂ A \ {a}, xn ∈ U(a; εn−1/2)(n ≥ 2),

εn ≤ 1/nとなるものが取れる。d(xn+1, a) < εn/2 ≤ 1/(2n)より limn→∞ d(xn, a) = 0, つ
まり xn → aが成り立つ。
逆に異なる点からなる {xn} ⊂ Aで limn→∞ d(xn, a) = 0となったとする。{xn}は異な
る点からなるから xk = aとなる kは高々一つである。必要なら xk = aを {xn}から除き
xn ̸= a(n ∈ N) と仮定してよい。aを含む任意の U ⊂ Odを取る。ある ε > 0が存在し
U(a; ε) ⊂ Uとなる。この時番号Nで任意の n ≥ Nに対して d(xn, a) < εとなるものを取
ると xN ∈ U(a; ε)∩ (A \ {a})である。よって特に ∅ ̸= U(a; ε)∩ (A \ {a}) ⊂ U ∩ (A \ {a})
だから aはAの集積点である。
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問題 9. (1) 0 ̸∈ ∅ ⊂ Rだから ∅ ∈ O. R \R = ∅だからR ∈ O. よって条件 (O1)が成り立
つ。U, V ∈ Oとする。0 ̸∈ U ∩ V ならば U ∩ V ∈ Oだから 0 ∈ U ∩ V と仮定する。この
時R \U , R \ V は高々可算集合である。よってR \ (U ∩ V ) = (R \U)∪ (R \ V ) も高々可
算集合だから条件 (O2)が成り立つ。集合 Λの任意の元 λに対して Uλ ∈ Oが与えられて
いるとする。任意の λ ∈ Λに対して 0 ̸∈ Uλなら定義から

∪
λ∈Λ Uλ ∈ Oである。そこであ

る µ ∈ Λに対して 0 ∈ Uµと仮定する。0 ∈
∪

λ∈Λ Uλであり

R \
∪

λ∈ΛUλ =
∩

λ∈Λ(R \ Uλ) ⊂ R \ Uµ

R \ Uµが高々可算集合だから、その部分集合も高々可算。従って
∪

λ∈Λ Uλ ∈ Oとなり条
件 (O3)が成り立つ。よってOはRの位相である。
(2) 0を含む任意のU ∈ Oを取るとOの定義からR \U は高々可算集合。Rは非可算集合
だからU \ {0} ̸= ∅. 従ってU ∩A = U \ {0} ̸= ∅だから 0はA = R \ {0}の集積点である。
(3) {xn}∞n=1 ⊂ Aを異なる点からなる点列とし U := R \ {xn | n ∈ N}とする。xn ∈ A =

R \ {0}だから xn ̸= 0である。よって 0 ∈ U . またR \ U = {xn | n ∈ N}は可算集合だか
ら U ∈ Oである。しかし任意の n ∈ Nに対して xn ̸∈ U だから, {xn}は 0に収束しない。

問題 10. 位相空間 (X,O)の恒等写像 ι : X → X は (X,O)からそれ自身への同相写像で
ある。従って (X,O) ∼= (X,O)となる。(X,O(X)) ∼= (Y,O(Y ))として f : (X,O(X)) →
(Y,O(Y ))を同相写像とすると g := f−1 : (Y,O(Y )) → (X,O(X))も同相写像である。
従って (Y,O(Y )) ∼= (X,O(X))となる。最後に (X,O(X)) ∼= (Y,O(Y )), (Y,O(Y )) ∼=
(Z,O(Z))と仮定し, f : (X,O(X)) → (Y,O(Y )), g : (Y,O(Y )) → (Z,O(Z))を同相写像
とする。F := g◦f : (X,O(X)) → (Z,O(Z))は連続であり全単射。さらにF−1 = f−1◦g−1 :

(Z,O(Z)) → (X,O(X))は連続であるからF は同相写像。よって (X,O(X)) ∼= (Z,O(Z))

となり∼=はX 上の同値関係である。

補足 2. 一般に連続写像の合成は連続である。実際 F : (X,O(X)) → (Y,O(Y )), G :

(Y,O(Y )) → (Z,O(Z))を連続として U ∈ O(Z)とすると G−1(U) ∈ O(Y )より (G ◦
F )−1(U) = F−1(G−1(U)) ∈ O(X). つまりG ◦ F : (X,O(X)) → (Z,O(Z))は連続。

問題 11. (1) (R,OS)からそれ自身への連続写像で (R,Od)からそれ自身への連続写像で
ないものは存在する。これを示す。f : R → Rを

f(x) =

{
1 x ≥ 0の時

0 x < 0の時

とおく。f : (R,Od) → (R,Od)は連続ではない。そこで f : (R,OS) → (R,OS)が連
続であることを示す。U ∈ OS, a ∈ f−1(U)を取る。a < 0なら a < a/2 < 0であり,

0 = f(a) ∈ U である。x ∈ [a, a/2)の時 x < 0だから f(x) = 0 ∈ U より x ∈ f−1(U)とな
り [a, a/2) ⊂ f−1(U)が分かる。また a ≥ 0なら 1 = f(a) ∈ U である。b > aとなる bと
x ∈ [a, b)に対して 0 ≤ xだから 1 = f(x) ∈ U となり x ∈ f−1(U). つまり [a, b) ⊂ f−1(U)

となる。従って f−1(U) ∈ OSとなる。よって f : (R,OS) → (R,OS)は連続である。
(2) (R,OS)からそれ自身への連続写像ではないが (R,Od)からそれ自身への連続写像である
ものも存在する。これを示す。g : R → Rを g(x) := x2で定める。g : (R,Od) → (R,Od)は

解答Y1-2W16-11 名古屋大学・理学部・数理学科



2W数学演習V・VI 解答 Y111-12
担当教員: 柳田 伸太郎 研究室: A441 E-mail:yanagida@math.nagoya-u.ac.jp

連続である。また [1, 4) ∈ OSであり g−1([1, 4)) = (−2,−1]∪[1, 2)となる。−1 ∈ g−1([1, 4))

であるが、−1 < bとなる任意の bに対して [−1, b) ̸⊂ g−1([1, 4))である。よって g−1([1, 4))

はOSに含まれない。従って gは連続でない。

問題 12. 恒等写像 f : R → Rは全単射である。また U ∈ Odとすると問題 7より U =

f−1(U) ∈ OSである。よって f : (R,OS) → (R,Od)は連続である。しかし f : (R,OS) →
(R,Od)は同相写像ではない。実際 f−1(x) = xであるが, [0, 1) ∈ OS に対して [0, 1) =

f([0, 1)) = (f−1)−1([0, 1))はOdに属さない。よって f−1 : (R,Od) → (R,OS)は連続ではな
い。また, (R,Od)と (R,OS)は同相ではない。以下これを連続な全射ϕ : (R,Od) → (R,OS)

が存在すると仮定して矛盾を導くことで示す。f : R → Rを恒等写像とすると先と同様に
f : (R,OS) → (R,Od)は連続である。よって合成写像ψ := f◦ϕ : (R,Od) → (R,Od)は連続
な全射。任意のa ∈ Rに対して [a,+∞)は (R,Od)の閉集合だからA(a) := ψ−1([a,+∞))は
(R,Od)の閉集合。ところが f が恒等写像だから f−1([a,+∞)) = [a,+∞). よってA(a) =

ψ−1([a,+∞)) = ϕ−1(f−1([a,+∞))) = ϕ−1([a,+∞))となる。[a,+∞) ∈ OS であり ϕ :

(R,Od) → (R,OS)は連続だからA(a) = ϕ−1([a,+∞)) ∈ Odとなる。つまり任意の a ∈ R
に対してA(a) = ϕ−1([a,+∞))は (R,Od)の開集合でありかつ閉集合でもある。ここで次
の事実を用いる (証明は以下の補足を参照)。

OdをRのユークリッド距離から定まる距離位相とする。この時 (R,Od)の開集合で
あり, かつ閉集合である部分集合は ∅かまたはRに一致する。

これを用いると任意の a ∈ Rに対して A(a) = ϕ−1([a,+∞))は ∅かまたは R全体であ
る。ϕは全射であるから任意の a ∈ Rに対して ϕ(c) = a− 1となる c ∈ Rが存在する。特
に c ̸∈ A(a)だからA(a) ̸= R. よってA(a) = ϕ−1([a,+∞)) = ∅となる。一方 ϕが全射だ
から ϕ(d) = aとなる d ∈ Rが存在する。よって d ∈ A(a) = ∅となり矛盾である。

補足 3. 実は任意の a ∈ Rに対して [a,+∞)は (R,OS)の開集合でありかつ閉集合とな
る。従って特にA(a) = ϕ−1([a,+∞))は (R,Od)の開集合かつ閉集合となる。このことを
示しておく。任意の c ∈ [a,+∞)を取ると [c, c + 1) ⊂ [a,+∞)だから [a,+∞) ∈ OS. ま
た c ∈ [a,+∞)c = (−∞, a)とすると c < aより c < b < aとなる b ∈ Rが取れる。よって
[c, b) ⊂ (−∞, a). 従って (−∞, a) ∈ OSとなり [a,+∞) = (−∞, a)cが閉集合となる。

補足4. 問題 12の解答で (R,Od)から (R,OS)への連続な全射は存在しないことを示した。
では連続写像 f : (R,Od) → (R,OS) はどのような関数だろうか。(R,OS)から (R,Od)へ
の連続写像は沢山ある (何故でしょうか？) 。一方で次が成り立つ。

(R,Od)から (R,OS)への連続写像は定数関数に限る。

以下でこれを示そう。定数関数は明らかに (R,Od)から (R,OS)への連続関数である。
そこで f : (R,Od) → (R,OS)を連続としましょう。先の事実 (以下の補足 5で証明する)

と補足 3から、任意の a ∈ Rに対して f−1([a,+∞))は (R,Od)の開集合かつ閉集合なの
で f−1([a,+∞)) = Rまたは f−1([a,+∞)) = ∅となる。そこで任意の x ∈ Rに対して
x ∈ f−1([f(x),+∞)) ̸= ∅. よって f−1([f(x),+∞)) = R. これは任意の y ∈ Rに対して
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f(x) ≤ f(y)を表している。x, y ∈ Rは任意だったので f(y) ≤ f(x)も成り立つ。つまり
f(x) = f(y)となり f は定数関数となる。

補足 5. 問題 12の解答で用いた事実は「(R,Od)は連結である」と同じことである。これ
を直接示しておく。A ⊂ Rを開集合かつ閉集合となる部分集合としてA ̸= ∅, A ̸= Rと仮
定して矛盾を導く。B := R\AとおくとA,Bは空でない開集合でA∩B = ∅, A∪B = Rと
なる。a ∈ A, b ∈ Bを取ると a ̸= b. そこで a < bと仮定する (b < aの時は以下でAとB, a

と bをそれぞれ置き換えて議論すれば良い)。c := sup(A∩ [a, b])とする。xn ∈ A∩ [a, b]で
xn → cとなる点列 {xn}を取る。[a, b]は閉集合で仮定からAも閉集合だから c ∈ A∩ [a, b].

特に c ≤ bだが、b ∈ B で A ∩ B = ∅だから c < b. また c = sup(A ∩ [a, b])なので
A ∩ (c, b] = ∅となる。よってA ∪B = Rより (c, b] ⊂ B. 先と同様にB = R \Aは閉集合
だから c ∈ B. つまり c ∈ A ∩B. これはA ∩B = A ∩ (R \ A) = ∅に矛盾する。

問題 13. (1) f : R → (0, 1), f(x) = ex

1+ex
は同相写像である。これを示す。まず f はR上

の関数として連続。また 0 < ex

1+ex
< 1だから fはRから (0, 1)への連続写像。次に任意の

y ∈ (0, 1)に対して0 < y/(1−y)である。従って写像g : (0, 1) → Rをg(y) := log(y/(1−y))
で定めるとこれは連続。さらに f ◦ g(y) = y, g ◦ f(x) = xが任意の x ∈ R, y ∈ (0, 1)に対
して成り立つから f : R → (0, 1)は全単射で g = f−1となる。f も g = f−1も連続である
から f : R → (0, 1)は同相写像である。
(2) g : R → C, g(x) = e2πixは連続である。また g(R) = S1である。よって f = g|[0,1) :
[0, 1) → S1は連続。任意の z ∈ S1に対して |z| = 1だから z = e2πitとなる t ∈ Rが取れ
る。x = t − [t] ([t]は t以下の最大の整数)とすると f(x) = e2πi(t−[t]) = e2πit = zとなる
から f : [0, 1) → S1は全射。さらに s, t ∈ [0, 1), f(s) = f(t)とすると e2πi(t−s) = 1より
t− s ∈ Z. ところが−1 < t− s < 1より t = sなので f : [0, 1) → S1は連続な全射。
次にf : [0, 1) → S1が同相写像ではないことを示す。その為には [0, 1)の開集合Uでf(U)

がS1の開集合でないものを見つければよい。U := [0, 1/4)とおく。U = (−1/4, 1/4)∩[0, 1)
であり (−1/4, 1/4)はRの開集合だからUは [0, 1)の開集合。また f(U) = {e2πix | 0 ≤ x <

1/4}であるがこれは S1の開集合ではない。実際 1 ∈ Cは 1 ∈ f(U)を満たすが、1を含む
S1の開集合は Cの 1を含む開集合 V を用いて S1 ∩ V と書ける。任意の 0 < εに対して
U(1; ε) = {z ∈ C | |z − 1| < ε}は 1を含むCの開集合である。ε < 1として θを 0 < θ(ε)

を cos(2πθ(ε)) = 1 − ε2/2 となるものとする (θ(ε)は 0 < ε < 1に対して一意的に定まり
0 < θ(ε) < 1/4である)。0 < t < θ(ε)とすると e−2πit ∈ U(1, ε) ∩ S1. しかし 0 < t < θ(ε)

に対して e2πix = e−2πitとなる x ∈ [0, 1)は 0 < t < 1/4より x = 1 − tであるが、この時
3/4 < x < 1だから e2πix = e−2πit ̸∈ f(U). つまり U(1; ε) ∩ S1 ̸⊂ f(U) が 0 < ε < 1に対
して成り立ち 1 ∈ f(U)は f(U)の内点ではない。よって f(U)は S1の開集合ではない。

問題 14. (1) 恒等写像 f : X → X が (X,O1)から (X,O2)への連続写像だと仮定する。
U ∈ O2を取るとU = f−1(U) ∈ O1だからO2 ⊂ O1. 逆にO2 ⊂ O1と仮定しU ∈ O2とす
る。この時 f−1(U) = U ∈ O1だから f は (X,O1)から (X,O2)への連続写像である。
(2) 仮定から O ⊂ O(Y )に注意する。任意の V ∈ Oをとると V ∈ O(Y )である。f :

(X,O(X)) → (Y,O(Y ))は連続だから f−1(V ) ∈ O(X)である。これは f : (X,O(X)) →
(Y,O)が連続であることを表している。
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問題 15. 簡単のためOf (X)をOf と書くことにする。
(1) ∅ = f−1(∅), X = f−1(Y )だから∅, X ∈ Ofであり条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ Ofとす
る。U = f−1(A), V = f−1(B)となるA,B ∈ O(Y )が存在する。U∩V = f−1(A)∩f−1(B) =

f−1(A∩B), A∩B ∈ O(Y )だからU ∩V ∈ Of となり, 条件 (O2)が成り立つ。集合Λの任
意の元λに対してUλ ∈ Ofが与えられているとする。任意のλ ∈ Λに対してUλ = f−1(Aλ)

となるAλ ∈ O(Y )を取ることが出来る。よって
∪

λ∈Λ Uλ =
∪

λ∈Λ f
−1(Aλ) = f−1(

∪
λ∈ΛAλ)

であるが
∪

λ∈ΛAλ ∈ O(Y ) だから
∪

λ∈Λ Uλ ∈ Of となり条件 (O3)が成り立つ。
(2) V ∈ O(Y )とすると定義から f−1(V ) ∈ Of だから f : (X,Of ) → (Y,O(Y ))は連続。
(3) f : (X,O) → (Y,O(Y ))は連続と仮定しU ∈ Ofをとる。U = f−1(V )となるV ∈ O(Y )

が存在する。仮定から U = f−1(V ) ∈ OだからOf ⊂ Oとなる。逆にOf ⊂ Oと仮定し
V ∈ O(Y )を取る。f−1(V ) ∈ Of ⊂ Oだから f : (X,O) → (Y,O(Y ))は連続である。

問題 16. 簡単のためO(X) = Of1,f2(X)と書くことにする。
(1) 任意の x ∈ Xに対して x ̸∈ ∅だから ∅ ∈ O(X). また任意の x ∈ Xに対して x ∈ X =

f−1
1 (Y1)∩ f−1

2 (Y2)である。よってX ∈ O(X)だから条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ O(X),

x ∈ U ∩ V とする。この時 Vi,Wi ∈ Oi (i = 1, 2)が存在して x ∈ f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2) ⊂ U ,

x ∈ f−1
1 (W1) ∩ f−1

2 (W2) ⊂ V が成り立つ。すると

x ∈ f−1
1 (V1) ∩ f−1

1 (W1) ∩ f−1
2 (V2) ∩ f−1

2 (W2) = f−1
1 (V1 ∩W1) ∩ f−1

2 (V2 ∩W2) ⊂ U ∩ V.

Vi ∩Wi ∈ Oi (i = 1, 2)だからU ∩ V ∈ O(X)となり条件 (O2)が成立。集合Λの各元 λに
対してUλ ∈ O(X)が与えられているとし x ∈

∪
λ∈Λ Uλをとる。x ∈ Uµとなる µ ∈ Λが存

在するので x ∈ f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2) ⊂ Uµ となる Vi ∈ Oi (i = 1, 2)が存在する。よって

x ∈ f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2) ⊂ Uµ ⊂
∪

λ∈ΛUλ

だから
∪

λ∈Λ Uλ ∈ O(X) となり条件 (O3)が成り立つ。
(2) f1が (X,O(X))から (Y1,O1)への連続写像であることを示す (f2についても同様で
ある)。定義から任意の Vi ∈ Oiに対して f−1

1 (V1) ∩ f−1
2 (V2) ∈ O(X)であることに注意。

任意の V1 ∈ O1 を取る。この時 f−1
1 (V1) = f−1

1 (V1) ∩ X = f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (Y2) だから
f−1
1 (V1) ∈ O(X)となる。よって f1は (X,O(X))から (Y1,O1)への連続写像である。
(3) fiが (X,O)から (Yi,Oi)への連続写像であると仮定する。U ∈ O(X)とする。任意
の x ∈ U に対して x ∈ f−1

1 (V1) ∩ f−1
2 (V2) ⊂ U となる Vi ∈ Oi (i = 1, 2)が存在する。

fi : (X,O) → (Yi,Oi)が連続だから f−1
i (Vi) ∈ O. よって f−1

1 (V1) ∩ f−1
2 (V2) ∈ O と

なる。これは任意の x ∈ U が位相 Oについて U の内点であることを表している。従っ
て U ∈ O となる。よって O(X) ⊂ O である。逆に O(X) ⊂ O を仮定する。この時
f1 : (X,O) → (Y1,O1)が連続であることを示す (f2についても同様である)。任意にV1 ∈ O1

を取る。設問 (2)より f−1
1 (V1) ∈ O(X)だがO(X) ⊂ Oだから f−1

1 (V1) ∈ Oである。これ
は f1 : (X,O) → (Y1,O1) が連続であることを表している。
(4) f : (Z,O(Z)) → (X,O(X))が連続であると仮定する。f1 ◦f : (Z,O(Z)) → (Y1,O1)が
連続であることを示す (f2 ◦ f も同様)。V1 ∈ O1を取る。設問 (2)より f−1

1 (V1) ∈ O(X)で
あり f : (Z,O(Z)) → (X,O(X))が連続だから (f1 ◦f)−1(V1) = f−1(f−1

1 (V1)) ∈ O(Z)とな
る。従って f1 ◦ f : (Z,O(Z)) → (Y1,O1)は連続である。次に fi ◦ f : (Z,O(Z)) → (Yi,Oi)
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(i = 1, 2)が連続だと仮定する。U ∈ O(X)と z ∈ f−1(U)を取る。x := f(z) ∈ U だから
ある Vi ∈ Oi (i = 1, 2)が存在して x = f(z) ∈ f−1

1 (V1) ∩ f−1
2 (V2) ⊂ U となる。従って

z ∈ f−1(f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2)) = (f1 ◦ f)−1(V1) ∩ (f2 ◦ f)−1(V2) ⊂ f−1(U)

となる。仮定からfi◦f : (Z,O(Z)) → (Yi,Oi)は連続だから (f1◦f)−1(V1)∩(f2◦f)−1(V2) ∈
O(Z). これは f−1(U)の任意の点 z が f−1(U)の内点であることを表している。従って
f−1(U) ∈ O(Z)であり f : (Z,O(Z)) → (X,O(X))が連続であることが分かった。

問題 17. (1) f−1(Y ) = X ∈ O(X), f−1(∅) = ∅ ∈ O(X)より Y, ∅ ∈ Of (Y )だから条件
(O1)が成り立つ。次に U, V ∈ Of (Y )とすると

f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V ) ∈ O(X)

だから U ∩ V ∈ Of (Y )で条件 (O2)が成り立つ。集合 Λの任意の元 λ ∈ Λに対して
Uλ ∈ Of (Y )が与えられているとする。この時

f−1(∪λUλ) = ∪λf
−1(Uλ) ∈ O(X)

だから
∪

λ∈Λ Uλ ∈ Of (Y ) となり条件 (O3)が成り立つからOf (Y )は Y の位相である。
(2) 任意の U ∈ Of (Y )に対して f−1(U) ∈ O(X)であるから f : X → Y は連続である。
(3) f : X → Y が (X,O(X))から (Y,O)への連続写像と仮定する。U ∈ Oを取る。f が
連続だから f−1(U) ∈ O(X)である。よってOf (Y )の定義から U ∈ Of (Y )となる。従っ
てO ⊂ Of (Y )となる。逆にO ⊂ Of (Y )と仮定する。U ∈ Oに対してU ∈ Of (Y )だから
f−1(U) ∈ O(X)である。よって f : (X,O(X)) → (Y,O)は連続写像である。
(4) g : Y → Zが (Y,Of (Y ))から (Z,O(Z))への連続写像と仮定する。任意の V ∈ O(Z)

に対して g−1(V ) ∈ Of (Y )だからOf (Y )の定義から (g ◦ f)−1(V ) = f−1(g−1(V )) ∈ O(X).

よって g ◦ f : (X,O(X)) → (Z,O(Z))は連続。また g ◦ f : (X,O(X)) → (Z,O(Z))が連
続と仮定する。任意の V ∈ O(Z)に対して f−1(g−1(V )) = (g ◦ f)−1(V ) ∈ O(X) だから
g−1(V ) ∈ Of (Y )となる。よって g : (Y,Of (Y )) → (Z,O(Z))は連続である。

問題 18. 三つの写像 f : X → Y , p : X → X/∼, F : X/∼→ Y がある。F の逆写像
G = F−1 : Y → X/∼はG(f(x)) = [x]と書くことが出来る。特に F ◦ p = f , G ◦ f = pと
なる。問題 17 (2)より p : X → X/∼, f : X → Y は連続。従って問題 17 (4)より F,Gは
連続となる。よって F : X/∼→ Y は同相写像である。

問題19. (1) x ∈ Rに対してx−x = 0 ∈ Zだからx ∼ x. x ∼ yならばy−x = −(x−y) ∈ Z
より y ∼ xとなる。また x ∼ y, y ∼ zならば x− z = (x− y) + (y − z) ∈ Zだから x ∼ z

となる。よってR上の二項関係∼は同値関係である。
(2) R/∼の射影 p : R → R/∼から定まる商位相をOとし、S1のCの部分空間としての位
相をO1とする。また f : R → S1, f(t) = e2πitはRから S1への全射である。従って f か
ら定まる S1の商位相Of を考えることが出来る。また s ∼ t ⇐⇒ f(s) = f(t)が成り立
つ。実際 s ∼ tと仮定すると s = t+mとなるm ∈ Zが取れる。この時

f(s) = f(t+m) = e2πi(t+m) = e2πite2πim = e2πit = f(t)
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となる。逆に f(s) = f(t)と仮定すると e2πis = e2πit より e2πi(s−t) = 1となる。よって
s − t ∈ Zだから s ∼ tとなる。従って F : R/∼→ S1を F ([t]) = f(t)で定義するとこ
れは well-definedであり (プリントY105問題 9)、さらに問題 18より F は (R/∼,O)から
(S1,Of )は同相写像となる。従って (S1,Of )と (S1,O1)が同相であることを示せば良い。
Of = O1を示せば恒等写像がこれらの空間の間の同相写像となるから、Of = O1を示す。
そのために U ∈ Of とする。商位相の定義から f−1(U)はRの開集合であることに注意。
z ∈ U とする。f(t) = zとなる t ∈ f−1(z) ⊂ f−1(U) ⊂ Rをとる。ε > 0を ε < 1/4であ
り、さらに (t− ε, t+ ε) ⊂ f−1(U)となるように取る。この時 z ∈ f((t− ε, t+ ε)) ⊂ U で
ある。またCの部分集合

W := {z ∈ C | z ̸= 0, z = |z|e2πiθ, θ ∈ (t− ε, t+ ε)}

はCの開集合でありさらにS1∩W = f((t−ε, t+ε))となるから f((t−ε, t+ε)) ∈ O1. 従っ
て U ∈ O1である。逆に U ∈ O1を取る。また t ∈ f−1(U)を取る。この時 z := f(t) ∈ U

でありU は S1のCの部分空間としての位相で開集合だから、ある ε > 0が存在して上記
のW について z ∈ W ∩ S1 ⊂ U が成り立つ。実際、zを中心とする半径 0 < δ < 1の開円
板DでD ∩ S1 ⊂ U となるものがとれる。ε > 0を 0 < cos(2πε) < 1− δ2/2を満たすよう
に取ればW ∩ S1 ⊂ D ∩ S1となる。この時 t ∈ (t− ε, t+ ε) ⊂ f−1(U)であるから f−1(U)

はRの開集合。従って商位相の定義から U ∈ Of となる。

問題 20. (1) 距離空間 (X, d)の相異なる二点 x, y をとる。δ := d(x, y) > 0である。
U := U(x; δ/3), V := U(y; δ/3)とするとこれらは開集合で x ∈ U , y ∈ V . U ∩ V ̸= ∅
と仮定すると a ∈ U ∩ V に対して d(x, a) < δ/3, d(a, y) < δ/3だから δ = d(x, y) ≤
d(x, a) + d(a, y) = 2δ/3となり矛盾する。よってU ∩ V = ∅であり (X, d)がHausdorff 空
間であることが分かった。
(2) (X,O)をHausdorff空間としてA ⊂ Xをとる。OAをAの部分空間としての位相とす
る。任意の x, y ∈ Aを取る。x, y ∈ X でX がHausdorff空間だから U, V ∈ Oで x ∈ U ,

y ∈ V , U∩V = ∅を満たすものが存在する。x ∈ (A∩U), y ∈ (A∩V ), (A∩U), (A∩V ) ∈ OA,

(A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = A ∩ U ∩ V = ∅だから (A,OA)はHausdorff空間である。

問題 21. (X ×Y ) \Γが開集合であることを示す。(x, y) ∈ (X ×Y ) \Γとすると y ̸= f(x).

Y はHausdorff空間だからY の二つの開集合U, V が存在して f(x) ∈ U , y ∈ V , U ∩V = ∅.
f : X → Y は連続だから f−1(U)はXの開集合。W := f−1(U)×V とおく。W は直積空間
X×Y の積位相で開集合であり (x, y) ∈ W である。(a, b) ∈ W とする。この時a ∈ f−1(U),

b ∈ V である。よって f(a) ∈ U となり U ∩ V = ∅より f(a) ̸∈ V , 特に b ̸= f(a)となる。
従って (a, b) ̸∈ ΓだからW ⊂ (X × Y ) \ Γとなる。よって (X × Y ) \Gは開集合である。

問題 22. (1) 定義からX, ∅ ∈ Oだから条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ Oとする。U また
は V が空集合なら U ∩ V = ∅ ∈ Oである。U ̸= ∅, V ̸= ∅と仮定してよい。U, V のどち
らかがRならば U ∩ V は U または V と一致するから U, V ̸= Rと仮定してよい。この時
R \ (U ∩ V ) = (R \U)∪ (R \ V )でR \U もR \ V も有限集合だからR \ (U ∩ V )も有限集
合となりU ∩V ∈ O. よって条件 (O2)が成り立つ。集合Λの元 λ ∈ Λに対してUλ ∈ Oが
与えられているとする。ある λに対してUλ = Rならば

∪
λ∈Λ Uλ = Rとなるから任意の λ
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に対してUλ ̸= Rと仮定する。この時R \
∪

λ∈Λ Uλ =
∩

λ∈Λ(R \Uλ)であり各R \Uλは有限
集合またはR全体である。これらのうち一つでも有限集合があれば

∩
λ∈Λ(R \ Uλ) は高々

有限集合である。全てのR \UλがR全体なら
∪

λ∈Λ Uλ = ∅. いずれにしても
∪

λ∈Λ Uλ ∈ O
となり条件 (O3)が成り立つ。
(2) 相異なる二点 x, y ∈ Rを取る。U := R \{y}とする。x ̸= yだから x ∈ Uであり y ̸∈ U

である。またR \ U = {y}だから U ∈ Oとなり主張が示された。
(3) 相異なる二点 x, y ∈ Rを取る。x ∈ U , y ∈ V となるU, V ∈ Oを取る。U と V のどち
らかがRならU ∩ V ̸= ∅だからU, V ̸= Rと仮定する。この時R \U , R \ V は (空でない)

有限集合である。従って (R \U)∪ (R \ V ) = R \ (U ∩ V )は有限集合となる。Rは無限集
合だから U ∩ V ̸= ∅であり (R,O)がHausdorff空間ではないことが分かった。

問題 23. 以下では任意の ε > 0に対してOε := (−ε, 0) ∪ {p} ∪ (0, ε)とおく。
(1) 明らかにX ∈ O. また定義から ∅ ∈ Oであるから条件 (O1)が成り立つ。U, V ∈ O,

x ∈ U ∩ V とする。x ̸= pなら定義からある ε1, ε2 > 0が存在して (x − ε1, x + ε1) ⊂ U ,

(x−ε2, x+ε2) ⊂ U が成り立つから、ε := min{ε1, ε2}とおくと ε > 0であり (x−ε, x+ε) ⊂
U ∩ V . また x = pならやはりある ε1, ε2 > 0が存在して Oε1 ⊂ U , Oε2 ⊂ V が成り立
つ。再び ε := min{ε1, ε2}とおくとOε ⊂ Oε1 ∩Oε2 ⊂ U ∩ V となるから条件 (O2)が成り
立つ。Λを集合として任意の λ ∈ Λに対して Uλ ∈ Oが与えられているとする。任意の
x ∈

∪
λ∈Λ Uλを取る。ある µ ∈ Λが存在して x ∈ Uµとなる。x ̸= pならば Uµ ∈ Oより、

xを含むある開区間 I ⊂ Rで I ⊂ Uµ ⊂
∪

λ∈Λ Uλ となるものが存在する。また x = pなら
ある ε > 0が存在してOε ⊂ Uµ ⊂

∪
λ∈Λ Uλ となるから条件 (O3)が成り立つ。

(2)まずRの開集合はXの開集合であることに注意する。またV ∈ Oで p ̸∈ V ならV ⊂ R
であるから, Oの定義から V はRの開集合である。つまり pを含まないXの開集合はR
の開集合でもある。
任意の x ∈ Xを取る。x ̸= pの時、xを含むRの開区間 Iをとる。IはXにおいても開
集合である。IをRの部分空間と考えたものを (I,OI), IをXの部分空間と考えたものを
(I,O′

I)とする。この時OI = O′
I を示せば、I 上の恒等写像が (I,OI)から (I,O′

I)への同
相写像となる。U ∈ OI とする。I 自身がRの開集合だから部分空間の位相OI の定義よ
りUもRの開集合となる。よってU ∈ O.U = U ∩ IだからU ∈ O′

Iである。次にU ∈ O′
I

とする。ある開集合 V ∈ Oが存在してU = I ∩ V となる。I ∈ OだからU ∈ Oであるが
U ⊂ Rだから U はRの開集合。従って U = U ∩ I ∈ OI となる。
次に x = pの時。(−1, 1)とO1 = (−1, 0) ∪ {p} ∪ (0, 1)の間の写像 f : O1 → (−1, 1)を

f(t) :=

{
t (t ̸= p)

0 (t = p)

で定める。これは全単射であり、逆写像g = f−1 : (−1, 1) → O1はg(t) = t(t ̸= 0), g(0) = p

で与えられる。開区間U ⊂ (−1, 1)を取る。0 ̸∈ U の時U ⊂ (−1, 0) ∪ (0, 1)であり先の注
意から f−1(U) = UはXの開集合。よってU = O1∩UはO1の開集合である。次に 0 ∈ U

とする。f−1(U) = (U \ {0}) ∪ {p}である。t ∈ f−1(U)をとる。t ̸= pの時は t ∈ U , t ̸= 0

である。そこで tを含み U に含まれ 0を含まない開区間 J を取ると t ∈ J ⊂ f−1(U)とな
る。また t = pの時 ε > 0で (−ε, ε) ⊂ U となるものを取ると p ∈ Oε ⊂ f−1(U)となる。
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従って f−1(U) ∈ Oだから f : O1 → (−1, 1)は連続である。次に g = f−1 : (−1, 1) → O1

が連続であることを示す。U ⊂ O1を開集合とする。p ̸∈ U の時 g−1(U) = U ⊂ (−1, 1)で
あり、U ⊂ RはRの開集合だから U = U ∩ (−1, 1)は (−1, 1)の開集合。また p ∈ U の時
は U \ {p} ⊂ Rであり g−1(U) = (U \ {p}) ∪ {0} ⊂ (−1, 1)に注意する。t ∈ g−1(U)をと
る。t ̸= 0の時 t ∈ U , t ̸= pでU はO1の開集合だがO1はXの開集合だからU ∈ O. よっ
て tを含み U に含まれ, 0を含まない開区間 J ⊂ Rが存在する。この時 J ⊂ g−1(U)であ
る。t = 0の時, Oε ⊂ Uとなる ε > 0を取ると (−ε, ε) ⊂ g−1(U)となる。従って g−1(U)は
(−1, 1)の開集合である。よって g = f−1は連続であり f : O1 → (−1, 1)は同相写像であ
る。
(3) p, 0 ∈ X, p ̸= 0である。また pを含む開集合 U と 0を含む開集合 V を取る。この時
ある ε > 0でOε ⊂ U かつ (−ε, ε) ⊂ V となるものが存在する。定義からOε ∩ (−ε, ε) =
(−ε, 0) ∪ (0, ε) ̸= ∅ だから U ∩ V ̸= ∅となる。よってXはHausdorff空間ではない。
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