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今回は位相空間とそれらの間の連続写像を取り扱う。まず距離空間とその上の連続写像
に関して復習しよう。

問題 0. 二つの距離空間 (X, dX), (Y, dY )とそれらの間の写像 f : X → Y について、次の
三つの条件が同値であることを証明せよ。

(1) 写像 f : X → Y は連続である。つまり任意の a ∈ X と任意の ε > 0に対しある
δ > 0が存在して、x ∈ X, dX(a, x) < δならば dY (f(a), f(x)) < εが成り立つ。

(2) 任意のa ∈ Xとaに収束する任意の点列{xn}∞n=1 ⊂ Xに対して、Y の点列{f(xn)}∞n=1

は点 f(a) ∈ Y に収束する。

(3) Y の任意の開集合 V ⊂ Y に対して f−1(V )はXの開集合である。

上記の問題 0の条件 (3)を用いて位相空間の間の連続写像が定義できる。連続写像を復
習する前に、位相空間の定義を思い出しておこう。

位相空間

定義 1. 集合Xの部分集合族Oは次の三条件を満たす時Xの位相と呼ばれる。

(O1) 空集合 ∅とXはOに属する。

(O2) Oに属するXの二つの部分集合 U, V に対して U ∩ V はOに属する。

(O3) 集合 Λの任意の元 λ ∈ Λに対してOに属する部分集合 Uλが与えられている
とする。このとき

∪
λ∈Λ UλはOに属する。

集合Xに位相Oが定まっている時、組 (X,O)または単にXを位相空間と呼ぶ。位
相空間 (X,O)に対してOを開集合系、Oに属するXの部分集合を開集合と呼ぶ。

問題 1. (プリントY102問題 12参照) 距離空間 (X, d)の部分集合 U ⊂ Xが開集合である
とは、任意の a ∈ U に対してある正の実数 δが存在してU(a; δ) ⊂ U となるようなもので
あった。但しU(a; δ) := {x ∈ X | d(x, a) < δ}. このような部分集合全体をOdと書くこと
にすると、OdはXの位相であることを示せ。

補足 1. 距離空間 (X, d)に対し上述の位相OdをXの距離 dから定まる距離位相と呼ぶ。

問題2. (プリントY102問題3参照) Euclid空間Rn = (Rn, | |)とはn次元実ベクトル空間Rn

とその上のEuclid距離d(x, y) = |x−y| (x, y ∈ Rn)の組のことであった。d1 : Rn×Rn → R
を d1(x, y) :=

|x−y|
1+|x−y| (x, y ∈ Rn)と定義する。d1もRnの距離関数である。このときEuclid

距離 dから定まるRnの位相Odと距離関数 d1から定まる位相Od1は同じである、つまり
Od = Od1を示せ。
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問題 3. 三つの元からなる集合X = {a, b, c}の位相は全部で何個あるか求めよ。

問題 4. 位相空間 (X,O)の部分集合A ⊂ Xに対して集合Aの部分集合族OAを

OA := {U | U ⊂ A, U = A ∩O となる X の開集合 O が存在する }

と定義するとOAはAの位相となることを示せ。

補足 2. 上の問題で得られた位相空間 (A,OA)を (X,O)の部分空間と呼ぶ。

問題 5. 実数全体の集合Rの部分集合の族OSを次で定義する。

OS := {A ⊂ R | a ∈ Aならばある b ∈ R, a < bが存在して [a, b) ⊂ Aとなる }.

またRの Euclid距離 dから定まる位相をOdとする (補足 1参照)。

(1) OSはRの位相であることを示せ。 (2) Od ⊂ OSを示せ。またOd ̸= OSを示せ。

部分集合の閉包, 内部, 境界

定義 2. (X,O)を位相空間とする。

(1) A ⊂ Xが閉集合 def⇐⇒ X \ A(= Ac)がXの開集合。

(2) a ∈ XがA ⊂ Xの触点 def⇐⇒ aを含む任意の開集合 U に対して U ∩ A ̸= ∅.

(3) a ∈ XがA ⊂ Xの集積点 def⇐⇒ aはA \ {a}の触点。

(4) a ∈ XがA ⊂ Xの境界点 def⇐⇒ aはAの触点でありかつX \ Aの触点。

(5) a ∈ XがA ⊂ Xの内点 def⇐⇒ aを含むある開集合 U が存在して U ⊂ A.

A ⊂ Xに対してAの内点全体の集合をAo と書きAの内部と呼ぶ。Aの触点全体の
集合をAと書きAの閉包と呼ぶ。Aの境界点全体の集合を ∂Aと書きAの境界と呼
ぶ。A ⊂ XがXにおいて稠密であるとはA = Xが成り立つ時を言う。

問題 6. n次元 Euclid空間 Rn に Euclid距離から定まる位相を入れる。部分集合 A :=

{x = t(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |x|2 = x2
1 + · · · + x2

n < r2}, B := {x = t(x1, . . . , xn) ∈ Rn |
x2
1 + · · ·+ x2

n−1 < r2, xn = 0} (r > 0) の内部Ao, Bo, 閉包A,B, 境界 ∂A, ∂Bを求めよ。

問題 7. (問題 5参照) 実数直線Rの部分集合族

OS := {A ⊂ X | a ∈ A らばある b ∈ R, a < bが存在して [a, b) ⊂ Aとなる }

はRの位相であった。またRの Euclid距離から定まる距離位相をOdと書く。Rの部分
集合A := [α, β] (α, β ∈ R, α < β) に対しOS,Odそれぞれに関してAo, A, ∂Aを求めよ。
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問題 8. 距離空間 (X, d)の距離位相Odについて、a ∈ Xが部分集合A ⊂ Xの集積点であ
るためには、A内の異なる点からなる点列 {xn}∞n=1でxn → a,つまり limn→∞ d(xn, a) = 0

が成り立つものが存在することが必要十分であることを示せ。

なお上記の問題8は一般の位相空間では成り立たない。位相空間 (X,O)の点列{xn}∞n=1 ⊂
X が点 a ∈ Xに収束するとは、aを含む任意の開集合 U に対しある自然数N が存在し、
n ≥ N なら xn ∈ U となる場合を言う。

問題 9. 実数全体の集合Rの部分集合の族Oを次のように定める。

U ∈ O def⇐⇒

{
U は 0を含まないRの (単なる)部分集合であるか、または
0 ∈ U でありR \ U は高々可算集合

ただし「高々可算集合」とは空集合か有限集合か無限可算集合のことである。

(1) OはRの位相であることを示せ。

(2) 0は集合A := R \ {0}の集積点であることを示せ。

(3) 設問 (2)の集合A内の異なる点からなる点列で 0に (上記の意味で)収束するものは
存在しないことを示せ。

連続写像

定義 3. (X,O(X)), (Y,O(Y ))を二つの位相空間とし f : X → Y をX から Y への
写像とする。

(1) 写像fが (X,O(X))から (Y,O(Y ))への連続写像であるとは、任意のU ∈ O(Y )

に対して f−1(U) ∈ O(X) となる時をいう。

(2) 写像 f が (X,O(X))から (Y,O(Y ))への同相写像であるとは、f が全単射かつ
連続で、更に逆写像 f−1が (Y,O(Y ))から (X,O(X))への連続写像の時をいう。
(X,O(X))から (Y,O(Y ))への同相写像が存在する時、(X,O(X)) ∼= (Y,O(Y )),

または単にX ∼= Y と書き、(X,O(X))と (Y,O(Y ))は同相だという。

問題 10. X を位相空間全体からなる族とする。このとき同相という二項関係∼=はX の上
の同値関係であることを示せ。

問題 11. (問題 5 参照) Rの位相OSを次で定義する。

OS := {A ⊂ X | a ∈ Aならばある b ∈ R, a < bが存在して [a, b) ⊂ Aとなる }.

またRの Euclid距離から定まる位相をOdとする。
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(1) 関数 f : R → Rで (R,OS)からそれ自身への連続写像ではあるが、(R,Od)からそ
れ自身への連続写像ではないようなものは存在するか？存在する場合はその例をあ
げ、存在しない場合はその証明を与えよ。

(2) (R,OS)からそれ自身への連続写像ではないが、(R,Od)からそれ自身への連続写像
となるものは存在するか？存在する場合はその例をあげ、存在しない場合はその証
明を与えよ。

問題 12. 前問と同様にRの二つの位相OS,Odを考える。このとき恒等写像 f : R → Rは
(R,OS)から (R,Od)への連続な全単射写像であることを示せ。また f は同相写像ではな
いことを示せ。さらに (R,OS)と (R,Od)は同相かどうか答えよ。

問題 13. (1) RにはEuclid距離による距離位相を入れ、(0, 1) ⊂ RにはRの部分空間とし
ての位相を与える。この時写像 f : R → (0, 1), f(x) = ex

1+ex
は同相写像かどうか答えよ。

[0, 1)にRの部分空間としての位相を入れる。またS1 := {z ∈ C | |z| = 1}にはCのEuclid

距離から定まる距離位相による部分空間としての位相を入れる。この時写像f : [0, 1) → S1,

f(x) = e2πix は連続な全単射であることを示せ。また f は同相写像かどうか答えよ。

集合X上の二つの位相O1,O2に対して、O1はO2より強い位相である、またはO2は
O1より弱い位相であるとはO2 ⊂ O1が成り立つ場合を言う。

問題 14. (1) 集合Xに二つの位相O1とO2があるとする。また f : X → Xを恒等写像
とする。f を (X,O1)から (X,O2)への写像と考えて連続であるためには、O1はO2より
強い位相 (O2 ⊂ O1) であることが必要十分であることを示せ。
(2) 二つの位相空間 (X,O(X)), (Y,O(Y ))の間の連続写像 f : X → Y があるとする。こ
の時O(Y )より弱い Y の任意の位相Oに対して f は (X,O(X))から (Y,O)への連続写像
であることを示せ。

問題 15. 集合Xから位相空間 (Y,O(Y ))への写像 f : X → Y があるとする。Xの部分集
合の族Of (X)を次で定義する。

Of (X) := {U | U ⊂ X, U = f−1(V )となる V ∈ O(Y )が存在する }.

(1) Of (X)はXの位相であることを示せ。

(2) f は (X,Of (X))から (Y,O(Y ))への連続写像であることを示せ。

(3) OをX の位相とする。この時 f が (X,O)から (Y,O(Y ))への連続写像であるため
にはOf (X) ⊂ Oとなることが必要十分であることを示せ。(つまりOf (X)は f を
連続にするXの位相で最も弱いものである。)

問題 16. 二つの位相空間 (Y1,O1), (Y2,O2)と集合X があり、i = 1, 2に対して全射 fi :

X → Yiが与えられているとする。Xの部分集合の族Of1,f2(X)を次で定義する。

U ∈ Of1,f2(X)
def⇐⇒ U ⊂ Xであり、任意の x ∈ U に対して Vi ∈ Oi (i = 1, 2)が存在して

x ∈ f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2) ⊂ U が成り立つ。
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(1) Of1,f2(X)はXの位相であることを示せ。

(2) i = 1, 2に対して fiは (X,Of1,f2(X))から (Yi,Oi) への連続写像であることを示せ。

(3) Xの位相Oに関して i = 1, 2に対して fiが (X,O)から (Yi,Oi)への連続写像となる
ためにはOf1,f2(X) ⊂ Oとなることが必要十分であることを示せ。(つまりX の位
相Of1,f2(X)は f1, f2の両方を連続にする最も弱い位相である。)

(4) (Z,O(Z))を位相空間、f : Z → Xを写像とする。fが (Z,O(Z))から (X,Of1,f2(X))

への連続写像であるためには、i = 1, 2に対して合成写像 fi◦f : Z → Yiが (Z,O(Z))

から (Yi,Oi)への連続写像となることが必要十分であることを示せ。

補足 3. 上の問題に現れた設定でX = Y1 × Y2 (直積集合)とし、写像 fi : X → Yiを射影
としたものが直積集合 Y1 × Y2の積位相である。

問題 17. 位相空間 (X,O(X))から集合 Y への全射 f : X → Y があるとする。また Y の部
分集合の族Of (Y )を次で定義する。

Of (Y ) := {U | U ⊂ Y, f−1(U) ∈ O(X)}.

(1) Of (Y )は Y の位相であることを示せ。

(2) f は (X,O(X))から (Y,Of (Y ))への連続写像であることを示せ。

(3) Y の位相Oで, fが (X,O(X))から (Y,O)への連続写像となるためにはO ⊂ Of (Y )

となることが必要十分であることを示せ。(つまり Y の位相Of (Y )は f : X → Y を
連続にする最も強い位相である。)

(4) (Y,Of (Y ))から位相空間 (Z,O(Z))への写像 g : Y → Zが連続であるためには、合
成写像 g ◦ f : X → Zが (X,O(X))から (Z,O(Z))への連続写像となることが必要
十分であることを示せ。

補足 4. 上記の問題に現れた Y の位相Of (Y )を全射 f : X → Y から誘導された位相また
は商位相、等化位相などと呼ぶ。

問題 18. (前問の続き) 位相空間 (X,O(X))から集合 Y への全射 f : X → Y があり、Xに
二項関係∼を x, y ∈ Xに対して「x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y)」で定める。∼は同値関係で
あり, 写像 F : X/∼→ Y , F ([x]) = f(x)は全単射であった (プリントY105問題 9参照)。
p : X → X/∼を射影として、X/∼には pから定まる商位相Op(X/∼), Y には f から定ま
る商位相Of (Y )を入れる。この時F は (X/∼,Op(X/∼))から (Y,Of (Y ))への同相写像で
あることを示せ。

問題 19. S1 := {z ∈ C | |z| = 1} にCの Euclid距離から定まる距離位相の部分空間とし
ての位相を定める。また Rを Euclid距離から定まる距離位相により位相空間と考える。
x, y ∈ Rに対して「x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z」としてRの二項関係∼を定める。
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(1) ∼はR上の同値関係であることを示せ (プリントY105問題 2(3)参照)。

(2) 商集合R/∼は射影 p : R → R/∼から定まる商位相により位相空間と考える。この
ときR/∼と S1は同相であることを示せ。

Hausdorff 空間

最後にHausdorff(ハウスドルフ)空間ついて復習する。

定義 4. 位相空間 (X,O)がHausdorff空間であるとは、相異なる任意の二点 x, y ∈ Xに
対して二つの開集合 U, V ∈ Oが存在し、x ∈ U , y ∈ V , U ∩ V = ∅となる時を言う。

問題 20. (1) 距離空間はその距離位相についてHausdorff空間となることを示せ。
(2) Hausdorff空間の部分空間はHausdorff空間となることを示せ。

問題 21. 位相空間XからHausdorff空間 Y への連続写像 f : X → Y があるとする。この
ときX × Y の部分集合 Γ := {(x, f(x)) ∈ X × Y | x ∈ X}は閉集合であることを示せ。

問題 22. Rの部分集合族Oを次で定義する。

O := {U | R \ U は有限集合 } ∪ {R, ∅}.

(1) OはR の位相であることを示せ。

(2) 相異なる任意の二点 x, y ∈ Rに対してある U ∈ Oが存在し x ∈ U , y ̸∈ U が成り立
つことを示せ。

(3) 位相空間 (R,O)はHausdorff空間ではないことを示せ。

問題 23. 実数直線 Rと Rに含まれない点 pを取る (例えば Rと R2 の実軸を同一視し
p = t(0, 1) ∈ R2などとすると良い)。X = R ∪ {p}の部分集合族Oを次で定義する。

U ∈ O def⇐⇒ U ⊂ Xであり、U = ∅か、または任意の x ∈ U に対して

x ̸= pならば xを含むある開区間 I ⊂ Rが存在して I ⊂ U が成り立ち、

x = pならばある ε > 0が存在して (−ε, 0) ∪ {p} ∪ (0, ε) ⊂ U が成り立つ

(1) OはXの位相であることを示せ。

(2) Xの任意の点 xに対し、xを含むXの開集合でRの開集合と同相なものが存在する
ことを示せ。

(3) 位相空間 (X,O)は Hausdorff空間ではないことを示せ。
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