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問題 1. (1) (x, y) ̸= (0, 0)のとき

∂f

∂x
(x, y) =

y

x2 + y2
− 2x2y

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) =

x

x2 + y2
− 2xy2

(x2 + y2)2
.

また (x, y) = (0, 0)のときも偏微分は存在し ∂f
∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0 となる。

(2) 任意の (x, y) ∈ R2に対して ∂f
∂x
(x, y) =

√
|y|. 任意の y ∈ Rに対して ∂f

∂y
(0, y) = 0.

x ̸= 0のとき ∂f
∂y
(x, 0)は存在しない。y > 0, x ̸= 0のとき ∂f

∂y
(x, y) = x/(2

√
y). y < 0,

x ̸= 0のとき ∂f
∂y
(x, y) = −x/(2

√
|y|).

(3) (x, y) ̸= (0, 0) のとき

∂f

∂x
(x, y) = log(x2 + y2) +

2x2

x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) =

2xy

x2 + y2
.

また ∂f
∂x
(0, 0)は存在しない。f(0, ε) = 0だから ∂f

∂y
(0, 0) = 0である。

(4) x > 0, y ̸= 0のとき ∂f
∂x
(x, y) = 1

2

√
|y/x|. x < 0, y ̸= 0 のとき ∂f

∂x
(x, y) = −1

2

√
|y/x|.

x ∈ Rに対して ∂f
∂x
(x, 0) = 0. また y > 0, x ̸= 0のとき ∂f

∂y
(x, y) = 1

2

√
|x/y|. y < 0, x ̸= 0

のとき ∂f
∂y
(x, y) = −1

2

√
|x/y|. y ∈ R に対して ∂f

∂y
(0, y) = 0. ∂f

∂x
(0, y)は存在しない。

問題 2. (1) (x, y) ̸= (0, 0)のときは

∂f

∂x
(x, y) =

2xy sinx+ x2y cosx

x2 + y2
− 2x3y sinx

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) =

x2 sin x

x2 + y2
− 2x2y2 sin x

(x2 + y2)2
.

また ∂f
∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0.

(2) fx := ∂f
∂x
(x, y), fy := ∂f

∂y
(x, y)とおく。設問 (1)より fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. また

0 ̸= ε ∈ Rに対して fx(0, ε) = 0, fy(ε, 0) = sin εだから ∂fx
∂y

(0, 0) = 0, ∂fy
∂x

(0, 0) = 1となり
これらの値は異なる。

問題 3. 任意の x, h ∈ Rn, h ̸= 0 に対して f(x + h) − f(x) = Ah となる。従って
f(x+h)−f(x)−Ah

|h| = 0だから f ′(x) = Aである。

問題 4. f が aで微分可能だから aでの方向微分も存在することに注意。0 ̸= ε ∈ Rとして

|Duf(a)− f ′(a)u| =
∣∣∣∣Duf(a)−

f(a+ εu)− f(a)

ε

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣|u|f(a+ εu)− f(a)− f ′(a)(εu)

ε|u|

∣∣∣∣ .
初項は方向微分の定義から ε→ 0のとき 0に収束し、第二項はh := εuとおけば ε→ 0のと
き |h| → 0だから、微分の定義から0に収束する。左辺はεに依らないのでDuf(a) = f ′(a)u.

問題 5. (1) u = (a, b) ̸= 0とすると 0 ̸= t ∈ R に対して

f(tu)

t
=

ab2

a2 + t2b2 cos2(ta)
+

b sin(t2ab)

t2(a2 + t2b2 cos2(ta))
.
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ここで sin(t2ab)/t2 → ab (t→ 0) に注意し上式で t→ 0 とすると

Duf(0, 0) = 2b2/a (a ̸= 0), Duf(0, 0) = 0 (a = 0).

(2) ε > 0 として

f(ε, ε1/2) =
1

1 + cos2(ε1/2)
+

ε1/2 sin(ε3/2)

ε2(1 + cos2(ε1/2))
.

第一項は ε→ 0のとき 1/2に収束する。また

ε1/2 sin(ε3/2)

ε2
=

sin(ε3/2)

ε3/2
→ 1, (ε→ 0)

だから第二項も1/2に収束する。つまり limε→0 f(ε, ε
1/2) = 1. ところが定義からf(0, 0) = 0

だから f は原点で連続ではない。よって原点で微分可能でない。

問題 6. (1) 原点で微分可能でない. 実際 0 ̸= t ∈ Rに対して f(t, 0) = 0, f(t, t) = 1/2だか
ら limt→0 f(t, 0) = 0 ̸= 1/2 = limt→0 f(t, t)となり f は原点で連続でない。
(2) 原点で微分可能である. 実際 h = (x, y) ̸= (0, 0)とすると

|x
√

|y|| ≤ (x2 + y2)1/2(x2 + y2)1/4 = (x2 + y2)3/4

だから、|h| =
√
x2 + y2 → 0のとき∣∣∣∣∣ f(x, y)√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ x

√
|y|√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ (x2 + y2)1/4 → 0.

つまり f ′(0, 0) = (0, 0) である.

(3) 原点で微分可能でない. 実際、問題 1(3)より ∂f
∂x
(0, 0) は存在しない。

(4) 原点で微分可能でない. 実際、もし微分可能なら問題 1(4) の解答から ∂f
∂x
(0, 0) =

∂f
∂y
(0, 0) = 0 だから f ′(0, 0) = (0, 0)でなくてはならない。ところが h = (x, y) ̸= (0, 0)

に対して [f(x, y) − f(0, 0)]/
√
x2 + y2 =

√
|xy|/(x2 + y2)となる。特に y = xとして

[f(x, x)− f(0, 0)]/
√
2x2 = 1/

√
2となり、これは x→ 0のとき 0に収束しない。

問題 7. (1)

∂g ◦ f
∂x

(x, y) = g′(f(x, y))
∂f

∂x
(x, y),

∂g ◦ f
∂y

(x, y) = g′(f(x, y))
∂f

∂y
(x, y).

特に

(g ◦ f)′(x, y) =
(
g′(f(x, y))

∂f

∂x
(x, y), g′(f(x, y))

∂f

∂y
(x, y)

)
.

(2) f(t) = (f1(t), f2(t))とすると g ◦ f(t) = g(f1(t), f2(t))だから

(g ◦ f)′(t) = ∂g

∂x
(f1(t), f2(t))f

′
1(t) +

∂g

∂y
(f1(t), f2(t))f

′
2(t).
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問題 8. d
dt

∣∣
t=0

f(c(t)) = Duf(a)である。実際 u = t(u1, . . . , un), c(t) =
t(c1(t), . . . , cn(t))

とすると連鎖律から d
dt
f(c(t)) =

∑n
i=1

∂f
∂xi

(c(t))c′i(t). t = 0とすると c(0) = a, c′i(0) = ui
よりこの右辺は

∑n
i=1

∂f
∂xi

(a)uiとなる。一方Duf(a) = f ′(a)uであり右辺は 1× n行列 (ベ

クトル) f ′(a) =
(

∂f
∂x1

(a), . . . , ∂f
∂xn

(a)
)
と n× 1行列 (ベクトル)uとの積だから、Duf(a) =

f ′(a)u =
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a)uiとなる。

問題 9. (1) ∇f(x) = tf ′(x)なので問題 8の解答と同様に ⟨∇f(x), u ⟩ = f ′(x)u = Duf(x).

(2) 設問 (1)とCauchy-Schwarzの不等式より、|u| = 1のとき

|Duf(x)| = |⟨∇f(x), u ⟩| ≤ |∇f(x)| |u| = |∇f(x)|.

従ってmaxu∈Rn||u|=1Duf(x) ≤ |∇f(x)|. また∇f(x) ̸= 0だから u := ∇f(x)/|∇f(x)|とお
くと |u| = 1であり、Duf(x) = ⟨∇f(x), u ⟩ = |∇f(x)|となるからmaxu∈Rn ; |u|=1Duf(x) =

|∇f(x)|. 最大値を与えるuとして、この計算からu = ∇f(x)/|∇f(x)|を取ることが出来る。

問題 10. まず問題の設定から

∂g

∂r
= cos θ

∂f

∂x
+ sin θ

∂f

∂y
,

∂g

∂θ
= −r sin θ∂f

∂x
+ r cos θ

∂f

∂y

が成り立つこ。これから直接計算で (1)が分かる。また

∂2g

∂r2
= cos2 θ

∂2f

∂x2
+ 2 cos θ sin θ

∂2f

∂x∂y
+ sin2 θ

∂2f

∂y2
,

∂2g

∂θ2
= r2 sin2 θ

∂2f

∂x2
− 2r2 cos θ sin θ

∂2f

∂x∂y
+ r2 cos2 θ

∂2f

∂y2
− r cos θ

∂f

∂x
− r sin θ

∂f

∂y

より (2)が分かる。

問題 11. ∂f
∂t

= −cϕ′(x− ct) + cψ′(x+ ct), ∂f
∂x

= ϕ′(x− ct) + ψ′(x+ ct)となるので

∂2f

∂t2
= c2ϕ′′(x− ct) + c2ψ′′(x+ ct) = c2

∂2f

∂x2
.

逆に関数 f が ∂2f
∂t

= c2 ∂
2f

∂x2 を満たすと仮定する。u := x − ct, v := x + ctとおくと
x = (u+ v)/2, t = (v − u)/2cとなる。g(u, v) := f((v − u)/2c, (u+ v)/2)とおくと

∂g

∂u
=

1

2c

∂f

∂t
+

1

2

∂f

∂x
,

∂g

∂v
= − 1

2c

∂f

∂t
+

1

2

∂f

∂x
.

従って

4
∂2g

∂u∂v
= − 1

c2
∂2f

∂t2
+
∂2f

∂x2
= 0.

つまり ∂g
∂u
(u, v)は vについて定数だから ∂g

∂u
(u, v) = ∂g

∂u
(u, 0). また

g(u, v) = g(0, v) +

∫ u

0

∂g

∂u
(s, v) ds = g(0, v) +

∫ u

0

∂g

∂u
(s, 0) ds
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となるので、ϕ(u) :=
∫ u

0
∂g
∂u
(s, 0) ds, ψ(v) := g(0, v)とおくと g(u, v) = ϕ(u) + ϕ(v)であ

り、u = x− ct, v = x+ ctを代入して f(t, x) = ϕ(x− ct) + ψ(x+ ct)を得る。

問題 12.

f(x) :=
n∑

j=1

xj

∫ 1

0

Pj(tx) dt (x ∈ Rn)

とおく。これが ∂f
∂xi

(x) = Pi(x)を満たせば、仮定から ∂2f
∂xi∂xj

= ∂Pi

∂xj
=

∂Pj

∂xi
であり PiはC1

級だからこれは連続。つまり f はC2級となる。
そこで ∂f

∂xi
(x) = Pi(x) (i = 1, . . . , n) を示す。直接微分すると、Piが C1級で積分区間

が有界閉区間だから積分と ∂
∂xi
の順序交換が可能で

∂f

∂xi
=

∫ 1

0

Pi(tx) dt+
n∑

j=1

xj

∫ 1

0

∂

∂xi
(Pj(tx)) dt

となるが、仮定から ∂
∂xi

(Pj(tx)) = t
∂Pj

∂xi
(tx) = t∂Pi

∂xj
(tx). 従って

∂f

∂xi
=

∫ 1

0

Pi(tx) dt+
n∑

j=1

xj

∫ 1

0

t
∂Pi

∂xj
(tx) dt.

ここで
∑n

j=1 xj
∂Pi

∂xj
(tx) = d

dt
(Pi(tx)) に注意すると、第二項の積分は

n∑
j=1

xj

∫ 1

0

t
∂Pi

∂xj
(tx) dt =

∫ 1

0

t
d

dt
(Pi(tx)) dt = [tPi(tx)]

t=1
t=0−

∫ 1

0

Pi(tx) dt = Pi(x)−
∫ 1

0

Pi(tx) dt

となるから ∂f
∂xi

(x) = Pi(x).

問題 13. f(t) := Φ(x(t)) + m
2
|x′(t)|2とおく。ΦがC1級、x(t)がC2級だから f(t)は t ∈ R

の関数として C1 級である。また x(t) = t(x1(t), . . . , xn(t))と成分表示すると |x′(t)|2 =∑n
i=1(x

′
i(t))

2だから

d

dt
|x′(t)|2 = 2

n∑
i=1

x′i(t)x
′′
i (t) = 2⟨x′(t), x′′(t) ⟩.

また問題 8, 9と問題の仮定∇Φ(x(t)) = −mx′′(t)から

d

dt
Φ(x(t)) = ⟨∇Φ(x(t)), x′(t) ⟩ = −m⟨x′′(t), x′(t) ⟩.

従って d
dt
f(t) = −m⟨x′′(t), x′(t) ⟩+m⟨x′(t), x′′(t) ⟩ = 0.

問題 14. (1)陰関数定理そのものである。（分からない人は陰関数定理を復習しましょう。）
(2) t(x, y, g(x, y)) ∈ Gとすると設問 (1)より f(x, y, g(x, y)) = cだから t(x, y, g(x, y)) ∈
f−1(c). 特にG ⊂ f−1(c).
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以下 p = t(xo, yo, zo)におけるグラフGの接平面について説明する。次のような二つの
R3内の曲線 α, β : (−ε, ε) → R3を考える。

α(t) := t(xo + t, yo, g(xo + t, yo)), β(t) := t(xo, yo + t, g(xo, yo + t)), −ε < t < ε.

ただし ε > 0は t(xo + t, yo)や t(xo, yo + t)が −ε < t < εのとき g の定義域に含ま
れるよう十分小さく取る。α(0) = β(0) = pに注意する。任意の t ∈ (−ε, ε)に対して
α(t), β(t) ∈ Gなので、t = 0におけるそれらの速度ベクトル α′(0), β′(0)はGに接してい
る。α′(0) = t(1, 0, gx(xo, yo)), β

′(0) = t(0, 1, gy(xo, yo))であり、これらは一次独立である。
よってこれらベクトルで張られるR3の 2次元部分空間を点 pを通るように平行移動した
ものが、グラフGの点 pでの接平面である。それを具体的に書き表すと問題文にあるよ
うな空間となる。
(3) t(u, v, w)がw−g(q) = (u−xo)gx(q)+(v−yo)gy(q)を満たすと仮定する。f(x, y, g(x, y)) =
cを x, y でそれぞれ微分すると (あるいは陰関数定理を用いて) fx(p) + gx(q)fz(p) = 0,

fy(p) + gy(q)fz(p) = 0. また zo = g(q) に注意すると

(u−xo)fx(p)+(v−yo)fy(p)+(w−zo)fz(p) = [(w−g(q))−(u−xo)gx(q)−(v−yo)gy(q)]fz(p) = 0

が分かる。また t(u, v, w)が点 pを通り∇f(p)に直交するベクトルだとすると

(u− xo)fx(p) + (v − yo)fy(p) + (w − zo)fz(p) = 0.

これに zo = g(q), fx(p) = −gx(q)fz(p), fy(p) = −gy(q)fz(p)を代入すると,

−(u− xo)gx(q)fz(p)− (v − yo)gy(q)fz(p) + (w − g(q))fz(p) = 0.

両辺を fz(p) ̸= 0で割ると設問 (2)の接空間の式を得る。

問題 15. f の x による偏微分を fx などと書く.

(1) fx = 2x, fy = 2yだから原点 t(0, 0)でのみ∇f = 0. c > 0のとき原点は集合 f−1(c)に含
まれない。よって f−1(c)は曲面。p = t(xo, yo) ∈ f−1(c)に対して∇f(xo, yo) = t(2xo, 2yo)

である。これに直交して点 pを通る直線は

{t(x, y) ∈ R2 | xo(x− xo) + yo(y − yo) = 0}.

(2) fx = 2x, fy = 2y, fz = 2zだから原点 t(0, 0, 0)でのみ∇f = 0となる。c > 0のとき原
点は集合 f−1(c)に含まれない。よって f−1(c)は曲面。p = t(xo, yo, zo) ∈ f−1(c)に対して
∇f(xo, yo, zo) = t(xo, yo, zo). これに直交して点 pを通る平面は

{t(x, y, z) ∈ R3 | xo(x− xo) + yo(y − yo) + zo(z − zo) = 0}.

(3) fx = 2x, fy = 2y, fz = −2z だから原点 t(0, 0, 0)でのみ ∇f = 0. c ̸= 0のとき
t(0, 0, 0) ̸∈ f−1(c)であり、また t(0, 0, 0) ∈ f−1(0). つまり c ̸= 0のときは f−1(c)は曲面で
あるが f−1(0)は曲面ではない。(f−1(0) は原点がとがった錐です。) p = t(xo, yo, zo)に対
して∇f(xo, yo, zo) = t(2xo, 2yo,−2zo). これに直交して点 pを通る平面は

{t(x, y, z) | xo(x− xo) + yo(y − yo)− zo(z − zo) = 0}.
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(なお c < 0に対する f−1(c)は z > 0の部分と z < 0の部分の二つの部分に分かれます。)

問題 16. f の xによる偏微分を fx, yによる偏微分を fyと書く。
(1) fx = 2x, fy = −2yであり∇f = 0となるのは t(x, y) = t(0, 0)のみ。極値点が存在す
るとすると t(0, 0)である。しかし f(x, 0) = x2は x = 0で極小。f(0, y) = −y2は y = 0で
極大だから t(0, 0)は峠点であり、極値は存在しない。
(2) fx = 3x2, fy = 3y2であり∇f = 0となるのは t(x, y) = t(0, 0)のみ。極値点が存在する
とすると t(0, 0)である。しかし任意の t(a, b) ∈ R2と t ∈ Rに対して f(ta, tb) = t3(a3+ b3)

となる。これは tの符号に応じて符号を変える. 従って t(0, 0)は f の極値点ではなく峠点
でもない。よって極値は存在しない。

問題17.対偶を示す。つまり領域D上の正則関数fに対して、その実部u(x, y) := Re f(x+

iy)が極大値をD内で取ったとするとfが定数であることを示す。uの極大点をzo = a+ib ∈
Dとする。このとき zoを中心とする開円板DoであってDに含まれ、さらに uはDo上で
z = zoで最大値を取るようなものを取ることが出来る。ef(z)は z ∈ Dについて正則関数
である。また |ef(z)| = eu(x+iy) (z = x+ iy) である。これはDo上 z = zoで最大値を取る。
最大値の原理を ef(z)に適用すると ef(z)はDoで定数となる。従って一致の定理より ef(z)

はD上で定数。従って (任意の固定された 0でない複素数に対して、その近傍で定義され
る対数の枝が存在するから) f はD上で定数となる。

問題 18. Aは対称行列だからある直交行列 T で対角化できる。つまりAの固有値を λ, µ

とすると λ, µ ∈ R であり D := tTAT =

(
λ 0

0 µ

)
となる。f(Tp) = ⟨ATp, Tp ⟩ =

⟨ tTATp, p ⟩ = ⟨Dp, p ⟩に注意する。g(p) := f(Tp)とおく。p = t(x, y)とすると g(x, y) =

λx2 + µy2である。
まず detA > 0と仮定する。このとき det(A) = λµだから λ, µ共に正、または共に負で
ある。λ, µ > 0とすると g(x, y) = λx2 + µy2 ≥ 0であり、この式右辺の各項が非負だから
g(x, y) = 0となるのは t(x, y) = t(0, 0) のとき、かつそのときに限る。よって t(0, 0)は g

の極小点である。また λ, µ < 0のときは g(x, y) = λx2 + µy2の右辺の各項は非正である。
従って g(x, y) ≤ 0であり等号成立は t(x, y) = t(0, 0) のとき、かつそのときに限る。よっ
て t(0, 0)は gの極小点である。f(p) = g(tTp)であり T は原点を保つから f についても同
様のことが成り立つ。
また det(A) < 0のときは λ, µのうちどちらかが負で、もう一つが正となる。そこで

λ > 0, µ < 0とする。e1 := t(1, 0), e2 :=
t(0, 1) として, u := Te1, v := Te2 とおく。任意

の t ∈ Rに対して f(tu) = f(T (te1)) = g(te1) = λt2となる。これは t = 0で狭義の極小値
をとる。また f(tv) = g(te2) = µt2で µ < 0だから、これは t = 0で狭義の極大値をとる。
つまり t(0, 0)は f の峠点である。

問題 19. 関数 f の xによる偏微分を fx, yによる偏微分を fyと書く。
(1) fx = 3x(x − 2), fy = 2yであり、fx = fy = 0となる点は t(0, 0)と t(2, 0)の二つ。

Hesse 行列はHf (x, y) =

(
6(x− 1) 0

0 2

)
となるから t(0, 0)は峠点で t(2, 0)は極小点であ

る。一般に極大点、極小点では∇f = 0となるから極大点は存在せず、極小点は t(2, 0)で
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f(2, 0) = −4は極小値。また f(x, 0) = x3− 3x2は x→ +∞のとき+∞に発散、x→ −∞
のとき−∞に発散する。従って最大値、最小値は存在しない。
(2) fx = 3(x2− 2y), fy = 3(y2− 2x)だから fx = fy = 0を解くと x = y = 2となる。Hesse

行列はHf (x, y) =

(
6x −6

−6 6y

)
となる。x = y = 2のときHf (2, 2)の固有値は 1, 3であるた

め点 t(2, 2)は極小点であり f(2, 2) = −8は極小値。また f(x, 0) = x3は x → +∞で+∞
に、x→ −∞で−∞に発散するため、最大値と最小値は存在しない。
(3) fx = cos x + cos(x + y), fy = cos y + cos(x + y)より fx = fy = 0とすると cosx =

− cos(x+ y) = cos y. cos x = cos yの解は y = ±x+2nπ (n は整数)だが、y = x+2nπと
すると cosx + cos(x + y) = 2 cos2 x + cosx − 1で、これが 0となるのは cos x = −1, 1/2

の場合、つまり x = (2m + 1)π, または x = ±π/3 + 2mπ (いずれも m は整数). また
y = −x+2nπとすると cos x+cos(x+y) = cosx+1で、これが0となるのはx = (2m+1)π

の場合である。つまり fx = fy = 0となる点は二つの任意の整数m,nを用いて

pm,n := t((2m+ 1)π, (2n+ 1)π), q±m,n := t(±π/3 + 2mπ,±π/3 + 2nπ) (複合同順)

の二つの場合となる。Hesse行列は

Hf (x, y) =

(
− sin x− sin(x+ y) − sin(x+ y)

− sin(x+ y) − sinx− sin(x+ y)

)

だから Hf (pm,n) = 0. また Hf (q
±
m,n)の固有値は ±

√
3/2,±3

√
3/2 (複合同順). つまり

q+m,n は (狭義の)極大点, q−m,n は (狭義の)極小点であり、f(q+m,n) = 3
√
3/2が極大値、

f(q−m,n) = −3
√
3/2が極小値となる。

また f(pm,n) = 0であるが u = t(a, b) ∈ R2に対して ϕ(t) := f(pm,n + tu) = − sin at −
sin bt + sin((a + b)t)となるが、a = 0または b = 0または a + b = 0のときこれは恒等的
に 0である。それ以外のとき ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 0であり、ϕ′′′(0) = −3ab(a+ b) ̸= 0

となるが、ϕ(t) = t3

2

∫ 1

0
(1− r)2ϕ′′′(rt) dr となっている。この式は ϕ′′′(0)が正でも負でも,

t の符号が異なれば t = 0の近傍で ϕ(t)の符号が異なることを意味している。つまり pm,n

は極値ではなくさらに峠点でもない。
さらに f(s + 2mπ, t + 2nπ) = f(s, t)が任意の x, y に対して成り立つことに注意す
る。[0, 2π] × [0, 2π] ⊂ R2は有界閉集合だから連続関数 f はそこで最大値 Aと最小値 B

をとる。ここで任意の x, yに対して x/2π以下の最大の整数をm, y/2π以下の最大の整
数を nとし、s := x − 2πm, t := y − 2πnとおくと 0 ≤ s, t < 2π が成り立ち、更に
f(x, y) = f(s + 2πm, t + 2πn) = f(s, t)となる。よって B ≤ f(x, y) = f(s, t) ≤ Aとな
るから A,B はそれぞれ R2での f の最大、最小値である。つまり f は R2で最大値、最
小値を取る。更に最大値、最小値をとる点は極大点、極小点でなくてはならず、従って
f(q+m,n) = 3

√
3/2が最大値、f(q−m,n) = −3

√
3/2 が最小値となる。

(4) fx = 2xe−x2−y2(cos(x2+y2)− sin(x2+y2)), fy = 2ye−x2−y2(cos(x2+y2)− sin(x2+y2))

より fx = fy = 0 となる点は t(0, 0) または cos(x2 + y2) = sin(x2 + y2)となる点、つまり
x2 + y2 = π/4 + nπ (ただし x2 + y2 ≥ 0だから nは非負の整数) を満たす点である。

t(0, 0) における Hesse 行列は Hf (0, 0) =

(
2 0

0 2

)
. つまり t(0, 0) は狭義の極小点で
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f(0, 0) = 0. しかし、例えば f(±(π/2)1/2, 0) = ±e−π/2だから t(0, 0)での f の値 0は最
大値でも最小値でもない。
次に∇f = 0となる他の点について考える。n = 0, 1, . . .に対して rn :=

√
nπ + π/4

とおき、po := t(xo, yo)を x2o + y2o = r2nとなる点とする. このとき直接計算で Hesse 行
列 Hf (po)の固有値は 0, (−1)n+1r2n と分かる。x = r cos θ, y = r sin θとすると ϕ(r) :=

f(r cos θ, r sin θ) = e−r2 sin r2 となることに注意する。ϕ′(r) = 2re−r2(cos r2 − sin r2) であ
り r > 0に対してϕ′(r) = 0 ⇐⇒ r = rnである。またϕ′′(r) = (−1)n+14

√
2r2ne

−r2nである。
従って r = rnはnが偶数のときϕ(r)の極大点、nが奇数のときϕ(r)の極小点となる。そこ
で δn > 0を、|r−rn| < δnならばnが偶数のときϕ(r) ≤ ϕ(rn), nが奇数のときϕ(r) ≥ ϕ(rn)

となるように取ることが出来る。ここで po = (rn cos θo, rn sin θo)となる θoを取る。また
|r− rn| < δn, |θ− θo| < π/4 となる任意の (r, θ)に対して nが偶数なら f(r cos θ, r sin θ) =

ϕ(r) ≤ ϕ(rn) = f(r cos θo, r sin θo), nが奇数なら f(r cos θ, r sin θ) = ϕ(r) ≥ ϕ(rn) =

f(r cos θo, r sin θo)が成り立つ。まとめると rn :=
√
π/4 + nπ (n = 0, 1, 2, . . .) とおくと

き、nが偶数なら x2 + y2 = r2nを満たす点
t(x, y) はすべて (狭義ではない)極大点、nが奇

数なら x2 + y2 = r2nを満たす点
t(x, y) はすべて (狭義ではない)極小点となる.

また ϕ(rn) = (−1)ne−r2n/
√
2 = (−1)ne−π/2−nπ/

√
2であるから、|ϕ(rn)| = e−π/2−nπ/

√
2

は nについて単調減少である。特に r ≥ 0に対して |ϕ(r)| ≤ e−r2 であり r ≥ r1に対して
|ϕ(r)| ≤ |ϕ(r1)| ≤ ϕ(r0) が成り立つ。従って ϕ(r0) = e−π/4/

√
2が ϕの最大値、ϕ(r1) =

−e−5π/4/
√
2が最小値となる。よって x2 + y2 = r20 を満たす点

t(x, y)において f(x, y) =

e−π/4/
√
2が f の最大値、x2 + y2 = r21を満たす点

t(x, y)において f(x, y) = −e−5π/4/
√
2

が f の最小値となる。

問題 20. 底面の縦横の長さをそれぞれ x, yとし、箱の高さを zとする。箱の体積を V , 表
面積 (上面を開けていることに注意)をSとすると、V = xyz, S = xy+2(x+ y)zとなる。
従って問題は xy + 2(x+ y)z = 12の下で体積 V = xyzを最大にするような x, y, zを求め
ることとなる。第一式から zを消去すると

V = V (x, y) :=
xy(12− xy)

2(x+ y)

となる。ここで x, y, zは正の数だから x, y > 0. また底面の面積 xyは全体の表面積 12を
超えないため xy < 12となる。従って問題は関数 V (x, y)の x-y平面の領域

D := {t(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y, xy < 12}

での最大値を与える点を求めることになる。
領域Dは開集合であり V (0, y) = V (x, 0) = 0. また xy = 12のとき V (x, y) = 0だか
ら V は領域Dの境界から原点を除いたところで 0である。さらにこの領域内で t(x, y) =
t(r cos θ, r sin θ)とおくと 0 < θ < 2πととれ、sin θ + cos θ > 0であり

lim
D∋t(x,y)→t(0,0)

V (x, y) = lim
r→0

r cos θ sin θ(12− r2 cos θ sin θ)

sin θ + cos θ
= 0

となることに注意する。また t(x, y) ∈ Dのとき x2+ y2 = r2より (x+ y)2 = r2+2xy > r2

だから、V (x, y) ≤ 122/2rとなる。従って V はDとその境界あわせた領域で連続関数と
なり、しかも有界であることに注意する。
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V を偏微分すると

∂V

∂x
(x, y) =

y2(12− 2xy − x2)

2(x+ y)2
,

∂V

∂y
(x, y) =

x2(12− 2xy − y2)

2(x+ y)2
.

従って t(x, y) ∈ Dのとき ∂V
∂x
(x, y) = ∂V

∂y
(x, y) = 0となるのはx2+2xy−12 = y2+2xy−12 =

0のとき、かつそのときに限る (x, y > 0に注意)。この式から x2 = y2, つまり x = y

が得られ、これを更に代入して 3x2 = 12, つまり x = y = 2が得られる。このとき
z = (12− xy)/2(x+ y) = 1となる。つまりD内に極値があるとするとそれは t(2, 2)以外
にない。また V (2, 2) = 4であり、一般に V (x, y) ≤ 122/rだから、r =

√
x2 + y2 > 122と

なるDの点では最大値を取らない。つまり V は領域Dで最大値を取ることが分かるが、
それは極値でなくてはならず、従って点 t(2, 2)で V は最大値をとることが分かる。つま
り作りたい箱は底面が 2× 2の正方形で高さが 1のものである。

問題 21. |x − al|2 = |x|2 − 2⟨x, al ⟩ + |al|2 となる。従って a := 1
L

∑L
l=1 al ∈ Rn, c :=

1
L

∑L
l=1 |al|2 ∈ Rとおくと f(x) = L(|x|2 − 2⟨x, a ⟩+ c)となる。また f(a) = L(c− |a|2)に

注意すると

f(x) = L(|x|2 − 2⟨x, a ⟩+ |a|2 − |a|2 + c) = L|x− a|2 + f(a)

だから f(x) ≥ f(a) ≥ 0であり f(x) = f(a) ⇐⇒ x = a. よって f を最小にする点は
a = 1

L

∑L
l=1 al.

問題 22. Aは実 n次対称行列だからある直交行列 T で対角化できる。λ1 ≤ · · · ≤ λn
をその固有値 (重複度の分だけ重複して小さい順に並べたもの) とすれば D : tTAT =

diag(λ1, . . . , λn) T は直交行列だから tT = T−1 に注意すると、任意の x, y ∈ Rn に対
して ⟨Tx, Ty ⟩ = ⟨x, y ⟩が成り立つことに注意する。e1, . . . , enを Rnの標準基底として
uj := Tej (j = 1, . . . , n)とおくと ⟨ ui, uj ⟩ = ⟨Tei, T ej ⟩ = ⟨ ei, ej ⟩ = δi,j. (但し δi,j は
i = jのとき 1, i ̸= jのとき 0という記号。) つまり {u1, . . . , un}は正規直交基底であり
T = [u1, . . . , un]となっている。また AT = TDに注意すると Auj = ATej = TDej =

T (λjej) = λjTej = λjuj. つまり {u1, . . . , un}はAの固有ベクトルからなる正規直交基底
である。
また任意の x, y ∈ Rnは x =

∑n
j=1 xjuj, y =

∑n
j=1 yjuj (xj, yj ∈ R, j = 1, . . . , n) と書

けて、更に {u1, . . . , un}が正規直交基底だから ⟨x, y ⟩ =
∑n

i,j=1 xiyj⟨ui, uj ⟩ =
∑n

i=1 xiyi
となる。これらに注意して問題を解く。
任意の x =

∑n
i=1 xiui ∈ Rnに対して Ax =

∑n
i=1 xiAui =

∑n
i=1 xiλiuiだから f(x) =

⟨Ax, x ⟩ =
∑n

i=1 λix
2
i となる。特に λ1 ≤ · · · ≤ λnと並べていたから λ1|x|2 =

∑n
i=1 λ1x

2
i ≤

f(x) ≤
∑n

i=1 λnx
2
i = λn|x|2. よって |x| = 1のとき λ1 ≤ f(x) ≤ λn. また |uj| = 1であり

f(uj) = ⟨Auj, uj ⟩ = λj⟨uj, uj ⟩ = λj. 特に f(u1) = λ1, f(un) = λnである。従って f は
S = {x ∈ Rn | |x| = 1}で最大値 λn, 最小値 λ1を取ることがわかり、設問 (1)が示せた。
また λ = λn, µ = λ1は固有値であるから設問 (2)も示せた。
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