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問題 1. 実数成分のm× n型行列たちのなす集合をM(m,n)と書く。
(1) 行列の行基本変形とは何か述べよ。
(2) A,B ∈ M(m,n)について「Aに行基本変形を何回か施すとBになる」時にA ∼ Bと
書くことにする。この∼がM(m,n)上の同値関係であることを説明せよ。
(3) 行列の階数 (rank)の定義を述べよ。
(4) 非負整数の集合をNと書く。またA ∈ M(m,n)の∼に関する同値類を [A]と書く。商
集合M(m,n)/ ∼からNへの写像 φを

φ : (M(m,n)/ ∼) −→ N, [A] 7−→ (Aの階数)

で定めたい。φがwell-definedであることを説明せよ。
(5) φの像を決定せよ。

解答.

(1) 次の三種類の変形を行基本変形と呼ぶ。
(i) cを 0でない実数として、ある行を c倍する。
(ii) 2つの行を置換する。
(iii) ある行に他の行を加える。

(2) A ∼ Aは明らか。3種類の行基本変形はどれも逆の変形が存在するのでA ∼ Bなら
B ∼ Aが成立する。A ∼ BかつB ∼ Cなら行基本変形を続けて行うことでAからCに
変形できるからA ∼ C.

(3) 行列Aの行ベクトルのうち 1次独立なものの最大個数をAの階数と呼ぶ。
(4) 前問 (1)で述べた 3種類の行基本変形について、(ii)は行ベクトルの集合 Lは変えず、
また (i)と (iii)は Lのうち 1つの元を線形結合で置き換えるだけなので、Lのうち 1次独
立なものの個数は変わらない。従って行基本変形で階数は不変である。つまりB,C ∈ [A]

ならBとCの階数は等しい。従って φはwell-defined.

(5) M(m,n)の元の階数として現れうる整数の集合だから、答えは {0, 1, . . . ,min(m,n)}.

解説.

各問 2点ずつで採点しました。平均点は 6.0点でした。
(3)はもちろん「行基本変形で階段行列に簡約化た時に現れる零ベクトルでない行ベクト
ルの数」でも構いません。その場合 (4)はA ∼ Bなら簡約化の結果は同じことから従い
ます。
また (3)は「A(に対応する線形写像)の像の次元」でも構いません。その場合 (4)は、行
基本変形が対応する正則行列を左からかけることにあたり、また正則行列が線形同型に対
応することから従います。
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