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このセットでは正則関数、特に留数定理を用いた定積分の計算などを復習する。複素平
面上の曲線とは区分的に滑らか (C1級)であって微分できる各点での微分が 0でないもの
とする。また a, b ∈ C, a ̸= bに対して [a, b]で aから bに向かう有向線分を表す。

複素線積分

領域D上の複素数値連続関数 f(z)とD内の曲線C = {z(t) | a ≤ t ≤ b}に対して∫
C

f(z) dz :=

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt

と定義し f のC上での線積分と呼ぶ。またCを積分路と呼ぶ。

問題 1. 整数 nに対して次の積分を計算せよ。ただし ε > 0とする。

(1)

∫
|z|=ε

zn dz (2)

∫
|z|=ε

zn dz

正則関数と Cauchy の積分定理

領域D上の関数 f(z)がDで正則であるとは f がDの各点で複素微分可能な場合を言
う。ここで f が点 zで複素微分可能であるとは極限 limh→0

(
f(z + h)− f(z)

)
/h が存在す

ることを言う。このとき上の極限を f ′(z)や df
dz
(z)などと書く。

問題 2. 次の関数はD := C \ {0} で正則かどうか理由とともに答えよ。
(1) f(z) = zn (n ∈ Z) (2) g(z) = zn (n ∈ Z \ {0})

定理 1. D ⊂ Cを有限個の単純閉曲線で囲まれている領域とし、∂Dをそれら有限
個の単純閉曲線の和集合とする。∂DにはDから定まる正の向きを入れる。f(z)は
Dと ∂Dを含むある領域で正則な関数とする。このとき次が成り立つ。

(1)
∫
∂D

f(z) dz = 0 (Cauchy の積分定理).

(2) 任意の z ∈ Dに対して f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ (Cauchy の積分公式).

補足 1. 上記の定理に関して幾つか注意

(1) ∂Dの「D から定まる正の向き」とは ∂Dに沿ってDが左手に見える向きのこと。

(2) 定理 1(1)から正則関数の線積分は積分路を (ある程度) 変更しても値が変わらない
ことが分かる (積分路変形の原理)。

(3) 定理 1のより精密な記述は、例えば次の参考文献を参照のこと:

杉浦光夫 著「解析入門 II」(基礎数学 3)　東京大学出版会　 1985 年.
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問題 3. 相異なる三つの複素数 a, b, c ∈ Cに対して次の積分を考える:

1

2πi

∫
C

dz

(z − a)(z − b)(z − c)
.

この線積分を以下の場合に計算せよ。ただしCはC内の円周で a, b, cを通らないもの、D

はCによって囲まれる領域 (開円板)とし、Cには正の向きを与えておく。

(1) a, b, c ̸∈ Dのとき。 (2) a ∈ D, b, c ̸∈ Dのとき。
(3) a, b ∈ D, c ̸∈ Dのとき。 (4) a, b, c ∈ Dのとき。

Cauchyの積分定理を利用すれば次のような定積分の計算が可能になる。

問題 4. a > 0, a ̸= 1 に対して次の積分を考える:

I(a) :=

∫ 2π

0

dθ

1− 2a cos θ + a2
.

f(z) := 1/
(
(z − a)(z − 1/a)

)
とおきCで原点を中心とする単位円周を表す。

(1) 積分
∫
C
f(z) dzの値を求めよ。

(2) 設問 (1) の線積分を定義に沿って計算することにより I(a) を求めよ.

問題 5. 次の積分を考える:

I :=

∫ +∞

0

sin x

x
dx.

また 0 < ε < Rとし、C(R)はRから−Rまで原点中心の半径Rの上半円周に沿って進
む曲線、C1 := [−R,−ε], −C(ε)は C(ε)と逆向きの曲線、C2 := [ε,R]とする。そして
C(R), C1, C2,−C(ε)をこの順につなげた閉曲線をCとする。最後に f(z) := eiz/zとおく。

(1) 積分 Iは収束していることを示せ。

(2) Cauchyの積分定理を
∫
C
f(z) dzに適用することにより次が成り立つことを示せ。

2i

∫ R

ε

sin x

x
dx =

∫
C(ε)

f(z) dz −
∫
C(R)

f(z) dz

(3) limR→+∞
∫
C(R)

f(z) dz = 0を示せ。(ヒント：t ∈ [0, π/2]で sin t ≥ 2t/π.)

(4) limε→0

∫
C(ε)

f(z) dz = iπを示し、結論として I = π/2 を示せ。

問題 6. DをC 内の開円板とし、f をD上の複素数値連続関数とする。もし f がD 内の
任意の閉曲線Cに対して ∫

C

f(z) dz = 0

を満たすなら、f はDで正則であることを示せ。
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問題 7. f(z)を多項式とし、CをC内の単純閉曲線とする。a1, . . . , asをCで囲まれる領
域内の f(z)の零点 (根)として、ajの重複度を njとする。また f(z)はC上では 0になら
ないものとする。このとき次を示せ:

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = n1 + · · ·+ ns.

Laurent 展開と留数定理

f(z)が a ∈ Cの近傍で正則であれば、f(z)は正の収束半径を持つ aを中心とするベキ
級数に (一意的に) 展開される (Taylor 展開)：

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n, an =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ.

ここでは関数 f(z)が aの近傍で aを除いて正則なものを考える。関数 f(z)がR > 0を適
当にとると 0 < |z − a| < Rで正則なとき aを f の孤立特異点と呼ぶ。

定理 2. a ∈ Cとする。関数 f(z)が 0 < |z − a| < Rで正則なら、f はDで局所 (広
義)一様収束する次のような級数で (一意的に)表される：

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n, an =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

ただし 0 < r < Rであり円周 |ζ − a| = rには正の向きを与える。上記の級数表示を
f(z)の aの周りでのLaurant 展開と呼ぶ。また f(z)のLaurent展開の負ベキの項の
和 Pf (z) =

∑∞
n=1 a−n(z − a)−n を f(z)の主要部と呼ぶ。

これから除外された点 aが三つの種類に類別されることが分かる。

(1) aにおける f(z)の主要部 Pf (z)が 0のとき、aを f(z)の除去可能特異点と呼ぶ。

(2) ある自然数 kがあって a−k ̸= 0であり a−n = 0 (n ≥ k+1)となるとき、aは f(z)の
k位の極と言う。

(3) a−n ̸= 0が無限に多くの nについて成り立つとき、aを f(z)の真性特異点と呼ぶ。

問題 8. 以下の関数 f に対して z = 0はどのような孤立特異点であるか判定せよ。また
z = 0が f の極である場合、それが何位の極か答えよ。

(1) f(z) =
z − sin z

z3
(2) f(z) =

(z + 1)(z − i)

z4(z + 2i)(z − 8)8

(3) f(z) =
1

sink z
(k ∈ N) (4) f(z) = sin(1/z)

問題 9. a = 0を除去可能特異点、k位の極 (k ∈ N)、真性特異点としてもつ関数の (上記
の問題のもの以外の)例をそれぞれ一つずつあげよ。
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aが f(z)の孤立特異点であるとき

Res
z=a

f(z) := a−1 (a−1は f の Laurent展開の (z − a)−1 の係数)

とおき、f(z)の aにおける留数と呼ぶ。次の留数定理は理論上と応用上共に重要です。

定理 3. 関数 f(z)は領域D上で有限個の孤立特異点 a1, . . . , aN を除き正則である
とする。またD内の単純閉曲線 Cは a1, . . . , aN を囲み、Cの囲む領域がDに含ま
れるものとする。このとき次が成り立つ：

1

2πi

∫
C

f(z) dz =
N∑
j=1

Res
z=aj

f(z).

問題 10. a, b ∈ Cは 0 < |a| < |b|を満たすものとし、また r > 0に対して C(r) := {z ∈
C | |z| = r}とする。関数 f(z)は |z| < R上で孤立特異点 a, bを除き正則だとする。但し
R > |b|である。以下の各場合について積分 1

2πi

∫
C(r)

f(z) dz を留数を用いて表示せよ。

(1) 0 < r < |a|のとき。 (2) |a| < r < |b|のとき。 (3) |b| < rのとき。

このように積分路が孤立特異点を飛び越して変形されるとき、積分は孤立特異点 aでの
留数の分だけ変化する。これを定積分の計算に応用することが出来る。

問題 11. 0 < α < 1 に対して次の積分を考える：

I(α) :=

∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx.

(1) 積分 I(α)は絶対収束することを示せ.

(2) 対数の枝 log z = log |z| + iθ (z = |z|eiθ, 0 < θ < 2π) を用いて zα = eα log z とする。
また f(z) := zα/

(
z(1 + z)

)
とする。r > 0と 0 < δ < π

2
に対してC(r, δ)を原点中心

の半径 rの円に沿って reiδから rei(2π−δ)まで進む曲線とし、−C(r, δ)をその逆向き
の曲線とする。このとき任意の 0 < δ < π

2
, 0 < r ̸= 1 に対して次の不等式を示せ。∣∣∣∣∫

C(r,δ)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 2πrα

|1− r|
.

(3) 0 < ε < 1 < Rとする。C(R, δ), [Rei(2π−δ), εei(2π−δ)], −C(ε, δ), [εeiδ, Reiδ] をこの
順でつないだ閉曲線上での f(z)の線積分に留数定理を用いて I(α) = π

sin(πα)
を示せ。

但し以下の事実を用いても構わない。

IをRの有界閉区間、K ⊂ Rnを有界閉集合とする。ϕ(δ, x)を (δ, x) ∈ I ×K上の連
続関数とする。δo ∈ I のとき limδ→δo ϕ(δ, x) = ϕ(δo, x) は x ∈ Kについて一様収束
する。
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問題 12. n ≥ 3を整数、0 < α < nとして次の積分を考える。

I(α, n) :=

∫ ∞

0

xα−1

xn + 1
dx.

(1) 積分 I(α, n) は絶対収束することを示せ。

(2) 対数の枝 log z = log |z| + iθ (z = |z|eiθ, −π < θ < π) を用いて zα := eα log zと定義
する。このとき f(z) := zα/ (z(1 + zn)) の z = eπi/nにおける留数を求めよ。

(3) 任意の r > 0に対して曲線 C(r)を rから原点中心の半径 r の円周に沿って re2πi/n

まで進む曲線とする。任意の r > 0, r ̸= 1に対して次の不等式を示せ。∣∣∣∣∫
C(r)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 2πrα

n|rn − 1|
.

(4) 0 < ε < 1 < Rとする。C(R), [Re2πi/n, εe2πi/n], −C(ε), [ε,R]をこの順につないだ
閉曲線での f(z)の線積分に留数定理を用いて I(α, n) = π/ (n sin(πα/n))を示せ。

(5) 設問 (4)の結論は n = 2でも正しい。このことを示せ。

ここで次のような一般的な事実を考えよう。

問題 13. a ∈ Cが f(z)の 1位の極であるとする。実数 θと ε > 0に対し C(ε, θ) := {a +

εeit | θ ≤ t ≤ θ + π}を a周りの半円とする。また f(z)は aを 1位の極とするから
a−1 := Resz=a f(z), g(z) := f(z)− a−1(z − a)−1 とすれば g(z)は aの近傍で正則である。

(1) limε→0

∫
C(ε)

g(z) dz = 0を示せ。 (2) limε→0

∫
C(ε)

f(z) dz = πia−1 を示せ。

上記の問題を使うと例えば次のような積分が計算出来る。

問題 14. 任意の実数 λに対して次の積分を考える。

I(λ) :=

∫ ∞

0

sinλx

sinhx
dx.

また 0 < ε < 1, R > 0に対してC1(ε)を原点中心の半径 εの円周の上半分で−εから εに
向かう曲線、C2(ε)を iπ中心の半径 εの円周の下半分で ε+ iπから−ε+ iπに向かう曲線、
C1 := [R,R+ iπ], C2 := [R+ iπ, ε+ iπ], C3 := [−ε+ iπ,−R+ iπ], C4 := [−R+ iπ,−R],

C5 := [−R,−ε], C6 := [ε,R]とする。そしてCをC1, C2, C2(ε), C3, C4, C5, C1(ε), C6の
順につなげて出来る単純閉曲線とする。

(1) 積分 I(λ)は絶対収束することを示せ。

(2) f(z) := eiλz/ sinh zの極とその位数を求めよ。

(3) limε→0

∫
C1(ε)

f(z) dzと limε→0

∫
C2

f(z) dzを求めよ。
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(4)
∫
C
f(z) dzにCauchyの積分定理を用いて I(λ) = π

2
tanh(πλ/2)を示せ。

問題 15. 次の定積分が収束することを示し, その値を求めよ.

(1)

∫ ∞

0

(log x)2

1 + x2
dx. (2)

∫ ∞

0

log x

(1 + x)(1 + x2)
dx. (3)

∫ ∞

−∞

eixy

1 + ix
dx (y ̸= 0).

(ヒント：以下のように複素線積分と留数定理を用いると良い。
(1) 問題 5の単純閉曲線で f(z) = (log z)2

1+z2
を線積分する。

(2) 問題 11(3)の単純閉曲線上 f(z) := (log z)2

(1+z)(1+z2)
を線積分する。

(3) y > 0のときは、R > 0を十分大とし、[1− iR, 1+ iR]と 1+ iRから 1を中心とする半
径Rの円の左半分に沿って 1− iRに戻る単純閉曲線上で f(z) := eyz/zを線積分する。)

補足問題： 広義固有空間分解と複素関数論

行列A ∈ Mn(C)に対してその相異なる固有値全体の集合を σ(A)と書こう。任意の固有
値 λ ∈ σ(A)に対して n(λ)をその重複度とする。このとき広義固有空間分解とは直和分解

Cn =
⊕

λ∈σ(A)

ker(A− λE)n(λ)

であった。この事実を複素関数論、特に留数を用いて証明しよう。固有値でない複素数
z ∈ C \ σ(A)に対して zE − Aは逆行列を持つ。そこで次のように行列R(z)を定める。

R(z) := (zE − A)−1, (z ∈ C \ σ(A)).

問題 16. 任意の z, w ∈ C \ σ(A)に対して次を示せ：

R(z)−R(w) = (w − z)R(z)R(w) = (w − z)R(w)R(z).

問題 17. R(z) = (rij(z))と成分表示すると rij(z)は zの有理関数になることを示せ。また
rij(z)はC \ σ(A)上正則で任意の λ ∈ σ(A)は rij(z)の高々n(λ)位の極であることを示せ。

問題 17と同様に R(z) = (rij(z))とおき、各 λ ∈ σ(A)に対して rij(z)を λの周りで
Laurent展開すると、λが高々n(λ)次の極なので次のように書ける。

rij(z) =
∞∑

p=−n(λ)

aij(p;λ)(z − λ)p, aij(p;λ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=ε

(ζ − λ)−p−1rij(ζ) dζ. (1)

但し ε > 0は |ζ − λ| < εが λ 以外の固有値を含まないように小さく取っている。そこで
任意の固有値 λ ∈ σ(A)と任意の整数 p ∈ Zに対して

Xp(λ) := (aij(p;λ)) ∈ Mn(C)

とおく。式 (1)よりこれは次のようにも書ける。

R(z) =
∞∑

p=−n(λ)

(z − λ)pXp(λ), Xp(λ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=ε

(ζ − λ)−p−1R(ζ) dζ. (2)
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上記の「行列に値を取る関数 R(ζ)の線積分」は「成分ごとに積分してそれを成分とす
る行列」のことである。また通常の Laurent展開定理と極の定義から次が従う：任意の
p ≥ n(λ) + 1に対して

X−p(λ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=ε

(ζ − λ)p−1R(ζ) dζ = 0.

但し 0は零行列である。

問題 18. 任意の p ∈ Zに対して ϵpを次で定める。

ϵp :=

{
1 p ≥ 0 のとき
0 p ≤ −1 のとき

このとき任意の固有値 λ ∈ σ(A)と p, q ∈ Zに対して次が成り立つことを示せ：

Xp(λ)Xq(λ) = (1− ϵp − ϵq)Xp+q+1(λ).

任意の固有値 λ ∈ σ(A)に対して行列 P (λ), N(λ), S(λ) ∈ Mn(C)を次で定義する：

P (λ) := X−1(λ), N(λ) := X−2(λ), S(λ) := X0(λ).

P (λ)は (行列値)正則関数R(z)の z = λでの留数に他ならない。

　 P (λ) = Res
z=λ

R(z), λ ∈ σ(A).

問題 19. 以下が成り立つことを示せ:

(1) P (λ)2 = P (λ). (2) P (λ)N(λ) = N(λ)P (λ) = N(λ).

(3) P (λ)S(λ) = S(λ)P (λ) = 0. (4) N(λ)S(λ) = S(λ)N(λ) = 0.

(5) Xp(λ) = (−1)pS(λ)p+1 (p ≥ 0). (6) X−p(λ) = N(λ)p−1 (p ≥ 2).

(7) N(λ)n(λ) = 0.

つまりR(z)の z = λでの Laurent 展開の各係数 (行列) Xn(λ)は P (λ), N(λ), S(λ)で全
て決まる。またN(λ)はベキ零行列、P (λ)はベキ等行列である。
問題 20. 任意の λ ̸= µ ∈ σ(A)と任意の負の整数 p, qに対してXp(λ)Xq(µ) = 0を示せ。

従って、例えば次が成り立つ。

P (λ)P (µ) = N(λ)N(µ) = N(λ)P (µ) = 0.

問題 21. 任意の λ ∈ σ(A)と任意の p ∈ Z に対して次が成り立つことを示せ。

(A− λE)Xp(λ) = Xp(λ)(A− λE) = Xp−1(λ)− δp,0E,

ただし δp,0は p = 0のとき 1, その他は 0を表す。

これから例えば p = 0,−1とすると次の等式が分かる。

(A− λE)S(λ) = P (λ)− E, (A− λE)P (λ) = N(λ).

次の問題にある性質がこの節の議論で本質的な役割を果たす。
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問題 22. 次の等式を示せ：
E =

∑
λ∈σ(A)

P (λ).

(ヒント：P (λ)の積分表示式 (2)とCauchyの積分定理から
∑

λ∈σ(A) P (λ) =
∫
|ζ|=R

R(ζ) dζ.

但しR > 0は任意の λ ∈ σ(A)に対して |λ| < Rとなるように十分大きく取る。以下の補
題を使うと |ζ|が十分大きな場合に等式R(ζ) =

∑∞
p=0 ζ

−p−1Ap が成立することが分かる。
これから結論が得られる。)

補題 1. n次正方行列全体の空間Mn(C)をCn2
と同一視し、適当なノルムから定ま

る距離空間と考える。このとき任意のA ∈ Mn(C)に対してある定数CA > 0が存在
し、|ζ| > CAならば級数

∑∞
n=0 ζ

−n−1An はMn(C)で |ζ| > CAに対して局所一様に
収束し、R(ζ) = (ζE − A)−1に等しい。

問題 19、問題 20とその下の注意、問題 22、そしてプリントY106の問題 13より次の
分解を得ることが出来る。

Cn =
⊕

λ∈σ(A)

Im(P (λ)).

実はこの段階で既にジョルダン標準形定理を (ベキ零行列の標準形を認めれば) 得ること
ができるが、ここでは次の形の主張を問題としよう。

問題 23. 次の表示が成り立つことを示せ。

A =
∑
λ

A(λ), A(λ) = λP (λ) +N(λ).

またA(λ)A(µ) = 0が λ ̸= µに対して成り立つことを示せ。更に

S :=
∑

λ∈σ(A)

λP (λ), N :=
∑

λ∈σ(A)

N(λ)

とおくとき、Sは対角化可能かつN はベキ零行列であることを示せ。

最後に上記の分解が実際に広義固有空間分解に一致していることを示しておこう。

問題 24. 任意の固有値 λ ∈ σ(A)に対して Im(P (λ)) = ker(A− λE)n(λ)を示せ。(ヒント:

a ∈ C, a ̸= 0としN をベキ零行列とすると ker(aE +N) = {0}, つまり aE +N は正則行
列となることを用いるとよい。 )
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