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問題 1. (1) 複素数 zに対する sin zの定義を述べよ。
(2) ζ ∈ C \ {nπ | n ∈ Z} に対し
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sin ζ
=

1

ζ
+

∞∑
n=1

(−1)n
(

1

ζ − nπ
+

1

ζ + nπ

)
が成立することを、以下の複素積分を使って示せ：
非負整数 nに対し、原点を中心とする 1辺の長さ (2n+ 1)πの正方形を考える。この正方
形の周に反時計回り (正の向き)に向き付けを入れたものをCnとして∫

Cn

1

sin z

1

z − ζ
dz.

解答 (1) sin z := (exp(iz)− exp(−iz))/(2i).

(2) まず |ζ| < nπとなる n ∈ Z>0を取って問題の複素積分を考える。
Cnが囲む正方形領域で被積分関数 f(z)は z = ζ,mπ (m = −n,−(n−1), . . . , n−1, n)を除
いて正則。またこれらは全て 1位の極である。実際、z = ζについては明らかで、z = mπ

についてはそれらが sin zの 1位の零点であることから分かる。また各々の留数は

Res
z=ζ

f(z) =
1

sin ζ
, Res

z=mπ
f(z) =

1
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mπ − ζ
=
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mπ − ζ
.

留数定理により
∫
Cn

f(z) dz = 2πi(Resz=ζ f(z) +
∑n

m=−n Resz=mπ f(z)) なので

1

2πi

∫
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f(z) dz =
1

sin ζ
− 1

ζ
−
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ζ −mπ
+
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)
. (♡)

あとは n → ∞でこの等式の左辺が 0に収束することが分かれば示したい等式が従う。そ
こで (♡)の左辺の極限を考える。Cnの上辺 U では z = x+ nπi と書けて

| sin z| = |e−nπeix − enπe−ix|/2 =
∣∣(e−nπ − enπ) cos x+ i(e−nπ + enπ) sinx

∣∣ /2
≥ enπ − e−nπ

2
≥ nπ.

また |z − ζ| ≥ |z| − |ζ| ≥ nπ − |ζ| だから∣∣∣∣∫
U

f(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ −nπ

nπ

f(x+ nπi) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ nπ

−nπ

|f(x+ nπi)| dx

≤
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−nπ

1

nπ(nπ − |ζ|)
dx =

2

nπ − |ζ|
.

Cnの下辺Dでも n 7→ −nとして同様の議論により
∣∣∫

D
f(z) dz

∣∣ ≤ 2/(nπ − |ζ|) が成立す
る。Cnの左辺や右辺も同様で積分がO(n−1)の式で抑えられる。結局 n → ∞で積分が 0

に収束する。これで証明が終わった。
(1)を 2点、(2)を 8点満点で採点しました。平均点は 2.3点でした。
Cauchyの積分定理や留数定理を正しく使えるようにしましょう。解答のような議論を自
力で出来るようになれば 2年生の関数論については大丈夫だと思います。
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