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問題 1. まず (1)を仮定するとAm = 0となる自然数mがとれる. そこで λをAの固有値
としてAu = λuとなる 0 ̸= u ∈ Cnをとる。このときA2u = λ2uなので 0 = Amu = λmu

となるが、u ̸= 0だから λm = 0, つまり λ = 0となり (2)が成り立つ。
次に (2)を仮定する。このときAの固有多項式 ΦAは 0以外に根を持たない。ΦAの次
数は nで最高次の係数は 1だからΦA(x) = xnとなり (3)が成り立つ。
(3)を仮定すると、Cayley-Hamiltonの定理から0 = ΦA(A) = Anであり (4)が成り立つ。
(4)を仮定すると、定義から (m = nとして)Am = 0が成り立つから (1)が成り立つ。

問題 2.

(1) N =

0 −1 −3

1 −3 −8

0 1 3

, N2 =

−1 0 −1

−3 0 −3

1 0 1

 よりN3 = 0が分かる。

(2) u = t(1, 0, 0)と取れば良い。

(3) {u1, u2, u3}が一次独立であることを示せば良い。a1u1 + a2 + u2 + a3u3 = 0とする
と a1N

2u3+a2Nu3+a3u3 = 0. これにN2を施してN3 = 0を用いると a3N
2u3 = 0.

N2u3 ̸= 0だからa3 = 0. よってa1N
2u3+a2Nu3 = 0. これにNを施すとa2N

2u3 = 0

だから a2 = 0. よって a1 = 0. つまり {u1, u2, u3}は一次独立。

(4) NP = [Nu1, Nu2, Nu3] = [0, u1, u2] = [u1, u2, u3]

0 1 0

0 0 1

0 0 0

だから、この行列が
P−1NP である。

問題 3.

(1)
∑n

j=1 ajuj = 0とする。このとき 0 =
∑n

j=1 ajN
n−ju である. この式にNn−1を施し

Nn = 0を用いると anu = 0が分かる。よって an = 0. 次に
∑n−1

j=1 ajN
n−ju = 0に

Nn−2を施すと an−1 = 0が分かる。一般に an = an−1 = · · · = an−k+1 = 0が分かっ
たとすると

∑n−k
j=1 ajN

n−ju = 0であるが、これにNn−k−1を施すと an−k = 0が分か
る。従って帰納法より全ての jについて aj = 0が分かる。よって {u1, . . . , un}は一
次独立。Cnは n次元だからこれは基底である。

(2) 設問 (1)より P は正則行列である。問題文にある行列を J とすると
NP = [Nu1, . . . , Nun] = [0, u1, . . . , un−1] = [u1, . . . , un]J となるから P−1NP = J .

問題 4. J := J(0,m)とおく。e1, . . . , emを Cmの標準基底とする。Je1 = 0, Jej = ej−1

(j ≥ 2)となっている。よって J2e1 = J2e2 = 0, J2ej = ej−2 (j ≥ 3) である。これを繰り
返すと一般に i = 1, . . . ,mに対して J iej = 0 (1 ≤ j ≤ i), J iej = ej−i (j ≥ i + 1) が分か
る。よって特に rank J i = m− iとなる。
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問題 5. a1u1 + · · · + asus = 0とする。(A − λsE)uj = (λj − λs)uj (j = 1, . . . , s) である
から 0 = (A− λsE)(a1u1 + · · ·+ asus) = a1(λ1 − λs)u2 + · · ·+ as−1(λs−1 − λs)usとなる。
次に (A− λs−1E)をこれに施すと

∑s−2
j=1 aj(λj − λs)(λj − λs−1)uj = 0となる。これを繰り

返す。つまり (A− λ2E) · · · (A− λsE)を最初の式に施すと a1(λ1 − λ2) · · · (λ1 − λs)u1 = 0

が分かる。λ1 ̸= λj (j = 2, . . . , s)だから a1 = 0. 繰り返して a1 = · · · = as = 0を得る。

問題 6. Aの Jordan標準形を Jとし {J(α1,m1), . . . , J(αk,mk)}を Jに現れる Jordan細胞
とする。

(1) 一般に Jordan細胞 J(α,m)の固有多項式は (x− α)mである。Aの Jordan標準形 J

は対角線上に Jordan細胞 {J(α1,m1), . . . , J(αk,mk)}が並んだ形であるから、その
固有多項式 ΦJ(x) = ΦA(x)は ΦA(x) =

∏k
l=1(x − αl)

ml となる。つまり ΦAの根は
{α1, . . . , αk}. よってこの集合はAの固有値の集合と一致する。

(2) 設問 (1) より ΦA(x) =
∏k

l=1(x − αl)
ml であるが、A の全ての相異なる固有値を

λ1, . . . , λsとしてこれを書き換えると

ΦA(x) =
s∏

j=1

∏
l∈L(λj)

(x− αl)
ml =

s∏
j=1

∏
l∈L(λj)

(x− λj)
ml

となる。この式で根 λjの重複度は
∑

l∈L(λj)
ml だから、これは n(λj)と一致する。

(3) λを Aの固有値として l ∈ L(λ)とする。A − λE の Jordan標準形は J − λE であ
る。また l ∈ L(λ)に対してA− λE の Jordan細胞 J(0,ml)のランクはml − 1. 従っ
てml 次元空間での線形写像としての J(0,ml)の核の次元は 1. Aの別の固有値 µ

(µ ̸= λ)に対してA− λEの Jordan細胞は J(µ− λ,mi)の形のものが現れるが、こ
れは µ− λ ̸= 0より正則である。従ってA− λEの核 ker(A− λE)の次元はL(λ)の
個数に等しい。

問題 7. A ∼ Jよりある正則行列 P で J = P−1AP となるものが取れる。この時 P−1(A−
λE)iP = [P−1(A−λE)P ]i = [P−1AP −λE]i = (J−λE)i. よって (A−λE)i ∼ (J−λE)i.

後半の主張は、一般に A ∼ Bなら rankA = rankBを示せば良い。A ∼ Bを仮定す
ると正則行列 P でB = P−1AP となるものが取れる。rankA = r, dim ker(A) = kとし、
w1, . . . , wrを Im(A)の基底とする。このときAvj = wjとなる vj (j = 1, . . . , r)が取れる。
また {u1, . . . , uk}を ker(A)の基底とする。このとき {v1, . . . , vr, u1, . . . uk}がCnの基底と
なることを示す。
実際 x ∈ Cnとすると Ax ∈ Im(A)より Ax =

∑r
j=1 ajwj と書ける。但し aj ∈ C (j =

1, . . . , r)である。そこで y =
∑r

j=1 ajvjとするとAy =
∑r

j=1 ajAvj =
∑r

j=1 ajwj = Axだ
からA(x− y) = 0, つまり x− y ∈ ker(A)となる。よって x− y =

∑k
j=1 bjuj (bj ∈ C)と

書ける。従って x =
∑r

j=1 ajvj +
∑k

j=1 bjujとなり、任意の x ∈ Cが {v1, . . . , vr, u1, . . . uk}
の一次結合で書けることが分かった。
次に

∑r
j=1 ajvj+

∑k
j=1 bjuj = 0とする。これにAを施すと

∑r
j=1 ajwj = 0. {w1, . . . , wr}

は Im(A)の基底であったから aj = 0となり、従って
∑k

j=1 bjuj = 0となる。ところが
{u1, . . . , uk}は ker(A)の基底だから bj = 0. 従って {v1, . . . , vr, u1, . . . uk}は一次独立。
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以上より {v1, . . . , vr, u1, . . . uk}はCnの基底となる。
さて、xj := P−1uj (j = 1, . . . , k), yj := P−1vj (j = 1, . . . , r)とおく。P は正則だか
ら {x1, . . . , xk, y1, . . . , yr}は Cn の基底であり、Bxj = P−1APxj = P−1Auj = 0 (j =

1, . . . , k), Byj = P−1APyj = P−1Avj = P−1wjとなる。ところが {P−1w1, . . . , P
−1wr}は

一次独立である。さらに任意の x ∈ Cnを取り x =
∑k

j=1 ajxj +
∑r

j=1 bjyjとすると、これ
にBを施してBx =

∑r
j=1 bjP

−1wjとなる。よって {P−1w1, . . . , P
−1wr}は Im(B)の基底

となり、rank(B) = rとなる。

問題 8.

(1) A,Bの固有値はともに λのみである。

(2) A− λE =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 だから (A− λE)2 =

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 であり、従って
rank(A− λE) = 2, rank(A− λE)2 = 1, rank(A− λE)i = 0 (i ≥ 3).

またB − λE =

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 だから (B − λE)2 = 0となる。従って

rank(B − λE) = 2, rank(B − λE)i = 0 (i ≥ 2).

問題 9.

(1) 行列式の簡単な計算で確認できるので省略する。

(2) A− 2E =

 1 1 0 0
−1 −1 0 0
0 2 0 1
2 2 0 0

 となる。これを二乗すればよい。

(3) rank(A− 2E) = 2と設問 (2)よりAの Jordan標準形は J =

2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

.

(4) P = [u1, u2, u3, u4]とおくと、P−1AP = Jとなるための必要十分条件はPが正則かつ
AP = PJとなることである。AP = PJはAu1 = 2u1, Au2 = u1 + 2u2, Au3 = 2u3,

Au4 = u3 + 2u4と同値。つまりN := A− 2EとおくとNu1 = Nu3 = 0, Nu2 = u1,

Nu4 = u3 となるものを見つける必要がある。
u1 :=

t(1,−1, 0, 2), u3 :=
t(0, 0, 1, 0)とおくと u1, u3 ∈ ker(N)であり、u1, u3は一次

独立。Nu2 = u1を解くと、例えば u2 :=
t(1, 0, 0, 0)は解である。またNu4 = u3を

消去法で解くと、例えば u4 :=
t(−1, 1, 0,−1)は解。これで

P = [u1, u2, u3, u4] =

 1 1 0 −1
−1 0 0 1
0 0 1 0
2 0 0 −1


と求まる。detP = 1だから P は正則である。従ってこの P が求めるもの (の一例)

である。
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問題 10.

• A =

 2 0 1 0
−1 1 0 0
−1 −1 3 0
2 2 0 2

について。
固有多項式は (x−2)4であり固有値は 2のみ。N := A−2E =

 0 0 1 0
−1 −1 0 0
−1 −1 1 0
2 2 0 0

とお
くと rank(N) = 2. またN2 =

−1 −1 1 0
1 1 −1 0
0 0 0 0
−2 −2 2 0

 より rank(N2) = 1. 更にN3 = 0

が計算で分かる。従ってN の Jordan標準形は J =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

.

P = [u1, u2, u3, u4]とおくと、P−1NP = Jが成り立つためにはPが正則でNP = PJ

となることが必要十分。これを満たす u1, u2, u3, u4を探す。

NP = [Nu1, Nu2, Nu3, Nu4]でありPJ = [u1, u2, u3, u4]

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = [0, u1, u2, 0].

従って Nu1 = 0, Nu2 = u1, Nu3 = u2, Nu4 = 0が必要。特に N2u3 ̸= 0である
必要がある。そこで u3 := t(0, 0, 1, 0)とすると N2u3 = t(1,−1, 0, 2) ̸= 0. 次に
u2 := Nu3 =

t(1, 0, 1, 0), u1 := N2u3 =
t(1,−1, 0, 2)とおく。u1 ∈ ker(N), Nu2 = u1

に注意する。また u4 :=
t(1,−1, 0,−1)とおくとNu4 = 0.

以上より

P = [u1, u2, u3, u4] =

 1 1 0 1
−1 0 0 −1
0 1 1 0
2 0 0 −1


とおくと rank(P ) = 4よりP は正則行列であり、また上の議論よりNP = PJ . 従っ
て J = P−1NP = P−1(A− 2E)P = P−1AP − 2E. つまりAの Jordan標準形は

P−1AP = J + 2E =

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

.

• A =

 2 0 1 0
−1 1 0 0
−1 1 3 1
2 2 0 2

について。
固有多項式は (x− 2)4で固有値は 2のみ。N := A− 2E =

 0 0 1 0
−1 −1 0 0
−1 1 1 1
2 2 0 0

とおく
と rank(N) = 3. よってN の Jordan標準形は J =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

.
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P = [u1, u2, u3, u4]とおくと NP = PJ となるための条件は Nu1 = 0, Nu2 = u1,

Nu3 = u2, Nu4 = u3. 特にN3u4 ̸= 0である必要がある。N3 =

0 2 0 1
0 −2 0 −1
0 0 0 0
0 4 0 2


が直接計算で分かる。特に rank(N3) = 1. また N4 = 0も計算で分かる。そこで
u4 := t(0, 0, 0, 1)とおくと u1 := N3u4 ̸= 0. 次に u2 := N2u4, u3 := Nu4とおくと
{u1, u2, u3, u4}は一次独立である (問題 3より)。よって

P = [u1, u2, u3, u4] =

 1 1 0 0
−1 0 0 0
0 1 1 0
2 0 0 1


は正則行列であり, NP = [Nu1, Nu2, Nu3, Nu4] = [0, u1, u2, u3] = [u1, u2, u3, u4]J =

PJ となるから P−1NP = J . 従ってAの Jordan標準形は

P−1AP = P−1(N + 2E)P = J + 2E =

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

.

• A =

 2 0 1 0
−1 1 0 0
−1 −1 3 0
2 4 0 3

について。
固有多項式は (x−3)(x−2)3で固有値は 3(重複度 1)と 2(重複度 3). u4 :=

t(0, 0, 0, 1)

とすると Au4 = 3u4. また A − 2E =

 0 0 1 0
−1 −1 0 0
−1 −1 1 0
2 4 0 1

 だから rank(A − 2E) = 3.

よってAの Jordan標準形は J =

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 3

.

以下P−1AP = JなるP を求める。N := A− 2Eとおく. Nの固有値は 1(重複度 1)

と 0(重複度 3)なのでNの Jordan標準形は J ′ =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

. J ′+2E = Jに注意

すると、NP = PJ ′なる正則行列P を求めればよいことが分かる。またNu4 = u4な
ので、P = [u1, u2, u3, u4]とおくとNP = PJ ′となるためにはNu1 = 0, Nu2 = u1,

Nu3 = u2が必要十分。
u1 := t(1,−1, 0, 2)とおくと Nu1 = 0. Nu2 = u1 を解くと、解は例えば u2 =
t(1, 0, 1, 0). 次にNu3 = u2を解くと、解は例えば u3 =

t(0, 0, 1, 0).

以上より例えば以下のように P を取れば、detP = 1 より P は正則で、NP =

[0, u1, u2, u4] = [u1, u2, u3, u4]J
′ = PJ ′よりP−1AP = P−1(N+2E)P = J ′+2E = J

となる。

P = [u1, u2, u3, u4] =

 1 1 0 0
−1 0 0 0
0 1 1 0
2 0 0 1

.
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問題 11. まず問題 5より {u1, u2, u3}は一次独立なのでC3の基底であることに注意する。
よって P = [u1, u2, u3]は正則行列。このとき

AP = A[u1, u2, u3] = [λu1, µu2, νu3] = [u1, u2, u3]

(
λ 0 0
0 µ 0
0 0 ν

)
= P

(
λ 0 0
0 µ 0
0 0 ν

)

だから P−1AP =

(
λ 0 0
0 µ 0
0 0 ν

)
となる。

問題 12.

(1) au1 + bu2 + cu3 = 0だとする。これに (A− λE)を施すと、0 ̸= u3 ∈ ker(A−µE)よ
り (A−λE)u3 = (µ−λ)u3を得る。u1, u2 ∈ ker(A−λE)だから 0 = (A−λE)(au1+

bu2+ cu3) = c(λ−µ)u3 となるがλ ̸= µだから c = 0. すると {u1, u2}は ker(A−λE)

の基底だから a = b = 0. つまり {u1, u2, u3}は一次独立だから C3の基底である。
よって P = [u1, u2, u3] は正則行列であり,

AP = [Au1, Au2, Au3] = [λu1, λu2, µu3] = [u1, u2, u3]

(
λ 0 0
0 λ 0
0 0 µ

)
= P

(
λ 0 0
0 λ 0
0 0 µ

)

となる。従って P−1AP =

(
λ 0 0
0 λ 0
0 0 µ

)
.

(2) au1 + bu2 + cu3 = 0とする。(A − λE)2を施すと (A− λE)2u1 = (A− λE)2u2 = 0

より 0 = (A− λE)2(au1 + bu2 + cu3) = c(A− λE)2u3 = c(λ− µ)2u3. よって c = 0.

u2, u3は ker(A− λE)の基底だから b = c = 0. よって {u1, u2, u3}はC3の基底。ま
た u1 = (A− λE)u2よりAu2 = u1 + λu2. そして u1 ∈ ker(A− λE)だから

AP = [λu1, u1 + λu2, µu3] = [u1, u2, u3]

(
λ 1 0
0 λ 0
0 0 µ

)
= P

(
λ 1 0
0 λ 0
0 0 µ

)
.

従って P−1AP =

(
λ 1 0
0 λ 0
0 0 µ

)
.

問題 13.

(A) (1) dimker(N) = 1と仮定して矛盾を導く。0 ̸= w ∈ ker(N)とするとker(N) = Cw.
そこで {u, v, w}が C3 の基底となるように u, v を取る。すると N2 = 0より
Nu,Nv ∈ ker(N). この時Nu,Nvが一次独立であることを示す。aNu+bNv =

0となる a, b ∈ Cがあったとする。この時 N(au + bv) = 0だから au + bv ∈
ker(N). ker(N) = Cw だから au + bv = cw となる c ∈ Cがある。ところ
が {u, v, w}は一次独立だから a = b = c = 0. よって {Nu,Nv}は一次独
立。ところがこれらは ker(N)の元であり dimker(N) = 1と矛盾する。よって
dimker(N) ̸= 1. いま設定から 1 ≤ dimker(N) ≤ 2であるから dimker(N) = 2

となる。
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(2) dimker(N) = 2だから u2 ∈ C3 を u2 ̸∈ ker(N)となるように取れる。特に
u2 ̸= 0. このとき C3 = Cu2 ⊕ ker(N)となる。実際、{u, v}を ker(N)の任
意の基底とし au2 + bu + cv = 0とすると、N を施して 0 = aNu2であるが、
u2 ̸∈ ker(N)よりNu2 ̸= 0. よって a = 0. 従って b = c = 0となり {u2, u, v}は
C3の基底となるからである。

そこで u1 := Nu2 とおく。これは 0でないから、u3 ∈ ker(N)を {u1, u3}が
ker(N)の基底となるように取れる。C3 = Cu2 ⊕ ker(N)だから {u1, u2, u3}は
C3の基底となり、従って P = [u1, u2, u3]は正則行列。さらに

(A− λE)P = NP = [Nu1, Nu2, Nu3] = [0, u1, 0]

= [u1, u2, u3]

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
= P

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
となる。従って

P−1AP = P−1(A− λE)P + λE =

(
λ 1 0
0 λ 0
0 0 λ

)
.

(B) (1) N2u3 ̸= 0, u1 = N2u3, u2 = Nu3とおいている. au1 + bu2 + cu3 = 0となる
a, b, c ∈ Cがあったとする。これにN2を施すと、N3 = 0より 0 = aN2u1 +

bN2u2 + cN2u3 = aN4u3 + bN3u3 + cN2u3 = cN2u3. よって c = 0. 次にN を
au1 + bu2 = 0に施すと 0 = aNu1 + bNu2 = aN3u3 + bN2u3 = bN2u3. よって
b = 0. 従って 0 = au1 = aN2u3だから a = 0. よって {u1, u2, u3}は一次独立で
あり、従ってC3 の基底となる。

(2) (A − λE)P = NP = [Nu1, Nu2, Nu3] = [0, u1, u2] = [u1, u2, u3]

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
=

P

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
となるので P−1AP = P−1(A− λE)P + λE =

(
λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

)
.

問題 14. 詳細な解答は省略する。ここでは概略だけ述べる。
Aの固有値は高々四つである。相異なる固有値の個数で場合分けする。場合分けは重複度
を並べて表すことができる。例えば 4つ全て異なる固有値がある場合は (1, 1, 1, 1)、重複
度が 3のものと 1のものが各々一つずつある場合は (3, 1) と書くことにすると、

(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1)

の 5通りがある。また最初の (4)以外の場合は 3次以下の場合に帰着できる。結果だけ述
べると、上の場合分けに応じて、Jordan標準形は以下の形になる。但し⊕は Jordan細胞
を対角線上に並べることを意味している。また λi達はAの異なる固有値である。

(4) : J(λ1, 4), J(λ1, 3)⊕ J(λ1, 1), J(λ1, 2)⊕ J(λ1, 2), J(λ1, 2)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1),

J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1).

(3, 1) : J(λ1, 3)⊕ J(λ2, 1), J(λ1, 2)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 1),

J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 1),
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(2, 2) : J(λ1, 2)⊕ J(λ2, 2), J(λ1, 2)⊕ J(λ2, 1)⊕ J(λ2, 1),

J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 2), J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 1)⊕ J(λ2, 1).

(2, 1, 1) : J(λ1, 2)⊕ J(λ2, 1)⊕ J(λ3, 1),

J(λ1, 1)⊕ J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 1)⊕ J(λ3, 1),

(1, 1, 1, 1) : J(λ1, 1)⊕ J(λ2, 1)⊕ J(λ3, 1)⊕ J(λ4, 1).

問題 15. まず次の事実に注意する: A,Bをそれぞれ n1次、n2次の正方行列とするとき(
B 0

0 A

)
=

(
0 En2

En1 0

)(
A 0

0 B

)(
0 En1

En2 0

)
.

但しEn1 , En2はそれぞれ n1次及び n2次の単位行列。つまり
(
A 0
0 B

)
∼
(
B 0
0 A

)
が成り

立つ。またA,B ∈ Mr(C)がA ∼ Bであるとし、正則行列 P ∈ Mr(C)でB = P−1AP と
なっていたとする。この時 n = n1 + · · ·+ nk + rとし Ti ∈ Mni

(C)を任意の行列とすると
En1

. . .

P−1

. . .

Enk




T1

. . .

A
. . .

Tk




En1

. . .

P
. . .

Enk



=


T1

. . .

B
. . .

Tk

.

つまり上記の二つの行列は同値である。これらを用いる。
一般に J ∈ Mn(C)を次のような行列とする。

J =

J1
. . .

Jk

.

但し Ji ∈ Mni
(C)とし n = n1 + · · ·+ nkとする。また上記のような形の行列 Jと任意の k

次の置換 σに対して

Jσ :=

Jσ(1)
. . .

Jσ(k)


とおく。任意の k次の置換 σと µに対して Jσµ = (Jσ)µが成り立つ。また先の注意から(
Ji

Ji+1

)
∼
(
Ji+1

Ji

)
だから、任意の互換 τ = (i, i+1)に対して J ∼ Jτ となる。任意

の置換σは互換の積に分解できるから、例えばσ = τ1 · · · τrと分解すると以下が成り立つ。

Jσ = Jτ1···τr ∼ (Jτ1···τr−1)τr ∼ Jτ1···τr−1 ∼ · · · ∼ Jτ1 ∼ J
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問題 16. Aの rankは同値な行列をとっても変化しないから、AはあらかじめA1, . . . , Ak

を対角線に並べた行列であると仮定して rankを計算すればよい。そこで ri := rank(Ai)

とおくと、ある正則行列 Pi, Qi ∈ Mni
(C)が存在してQiAiPi =

(
Eri 0
0 0

)
. 従って P,Qを

それぞれQ =

Q1

. . .

Qk

, P =

P1

. . .

Pk

 とすると

QAP =



Er1 0
0 0

Er2 0
0 0

. . .

Erk 0
0 0

.

最後の行列のランクは r1 + · · ·+ rkであり、これが rankAと一致する。

問題 17. A ∈ Mn(C)の固有値 λを取り固定する。そしてAの Jordan標準形を λに対する
Jordan細胞が左上にすべて集まるようにし、さらに λに対する Jordan細胞のうち最大の
ものの次数をmとする。するとA− λEは次の方の行列と同値となる。

A− λE ∼



J(0,m)
. . .

J(0,m)
. . .

J(0, 1)
. . .

J(0, 1)
B


.

但しBの部分は λ以外の他の固有値に対する Jordan細胞が現れる部分であり、例えば固
有値 µの Jordan細胞が現れたら λEを引いてあるから µ − λの形の複素数が対角線上に
並ぶ。特にBは正則行列である。また上式で J(0, i)は pi個並んでいる (i = 1, . . . ,m). さ
らに固有値 λの重複度を n(λ)とすると、上記右辺の行列に λEを足したもの (つまりAの
Jordan標準形そのもの) の固有値 λの重複度も n(λ)であるから、

m∑
j=1

jpj = n(λ) (⋆)

が成り立つ。特に rank(B) = n− n(λ)となる。Bは正則な n− n(λ)次正方行列であるか
ら、任意の自然数 iに対して rank(Bi) = n− n(λ)となる。また

(A− λE)i ∼



J(0,m)i

. . .

J(0,m)i

. . .

J(0, 1)i

. . .

J(0, 1)i

Bi
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が成り立つことに注意する。問題 4 より rank(J(0, j)i) = j − i (0 ≤ i ≤ j) であり
rank(J(0, j)j) = 0だから、問題 17より 1 ≤ i ≤ mに対して

rank(A− λE)i =
m∑
j=i

pj rank(J(0, j)
i) + rank(Bi) =

m∑
j=i

(j − i)pj + n− n(λ) (⋆⋆)

となる。特に i = 1のとき

m∑
j=1

(j − 1)pj + n− n(λ) = rank(A− λE) = n− ℓ(λ)

となる。但し ℓ(λ) := dimW (λ). よって式 (⋆)より
∑m

j=1 pj = ℓ(λ) (これは問題 7(3)の解
答でもある). さて式 (⋆)と (⋆⋆)より i = 1のときは

n− 2 rank(A− λE) + rank(A− λE)2

= n− 2

(
m∑
j=1

(j − 1)pj + n− n(λ)

)
+

m∑
j=2

(j − 2)pj + n− n(λ)

= −2
m∑
j=1

jpj + 2
m∑
j=1

pj + n(λ) +
m∑
j=1

jpj − p1 − 2
m∑
j=1

pj + 2p1 = p1

となる。i ≥ 2のときも同様に以下の等式が成立する。

rank(A− λE)i+1 − 2 rank(A− λE)i + rank(A− λE)i−1

=
m∑

j=i+1

jpj − (i+ 1)
m∑

j=i+1

pj − 2
m∑
j=i

jpj + 2i
m∑
j=i

pj +
m∑

j=i−1

jpj − (i− 1)
m∑

j=i−1

pj

= pi.

問題 18. A,B ∈ Mn(C)の Jordan標準形を JA, JB とする。まず JAと JB の Jordan細胞
が (適当に順序を並べ替えると) 全て等しいとする。このとき問題 16より JA ∼ JB であ
る。よってA ∼ JA ∼ JB ∼ BだからAとBは同値である。
逆にAとBが同値であると仮定する。このときAとBの固有値は重複度を込めて全て等
しい。また λをA,B双方の固有値とすると、問題 8より rank(A− λE)i = rankB − λE)i

が任意の自然数 iに対して成り立つ。よって特に問題 18より、JAと JBに現れる固有値 λ

に対する i次 Jordan細胞の個数は等しい。これが任意の自然数 iと任意の固有値 λについ
て成り立つから、JAと JBに現れる Jordan細胞は順序を並べ替えると全て等しくなる。
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