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問題 1. (1) UをRnの開集合とし、fをU上の実数値関数とする。「fがUにおいてCk級
である」とはどういう意味か (つまり多変数関数のCk級の定義)を説明せよ。
(2) R3の座標を (x, y, z)と書くことにする。r :=

√
x2 + y2 + z2とおく。また aを正の実数

とする。このとき次式で定義されるR3 \ {(0, 0, 0)}上の関数 u はC1級であることを示せ。

u(x, y, z) :=


2πa2 − 2πr2

3
(r < a)

4πa3

3r
(r ≥ a)

.

(3) 前問の uが次の等式を満たすことを示せ。

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
=

{
−4π (r < a)

0 (r > a)
.

解答
(1) 全ての k階偏導関数が存在しそれらが連続であるとき f はCk級であると呼ばれる。
(2) U := R3 \ {(0, 0, 0)}と略記する。u(x, y, z)は rのみに依存している。limr→a±0 u =

4πa2/3 と定義式から uは rに関して連続関数である。また r = r(x, y, z)は明らかにU 上
の連続関数。連続関数の合成は連続だから、u(x, y, z)は U 上の連続関数だと分かる。
次に

∂r/∂x = x/r, ∂r/∂y = y/r, ∂r/∂z = z/r

より r(x, y, z)は U 上でC1級。∂xu = ∂xr · ∂ruは r ̸= aで

∂u

∂x
=

{
−4πr

3
∂r/∂x = −4πx/3 (r < a)

−4πa3

3r2
∂r/∂x = −4πa3x/3r3 (r > a)

(♠)

となる。y, zについても同様。これらから r ̸= aで u(x, y, z)がC1級であることが直ちに
従う。r = aでは limr→a±0 ∂u/∂r = −4πa/3 より uは rに関してC1級。これと rが x, y, z

それぞれについてC1級であることから、u(x, y, z)が r = aでもC1級だと分かる。
(3) (♠)を更に偏微分すると

∂2u

∂x2
=

{
−4π/3 (r < a)

−4πa3/3r3 + 4πa3x2/r5 (r > a)
.

y, zについても同様。これらを加えて x2 + y2 + z2 = r2を使うと示すべき等式を得る。
(1)は 3点、(2)は 4点、(3)は 3点で採点しました。平均点は 6.9点でした。
(1)では f が多変数関数なので「偏微分」と「(全)微分」では意味が違うことに注意して
下さい。また k階偏導関数は ∂k1

x1
· · · ∂kn

xn
f(x) (k1 + · · · + kn = k) という形のものなので、

一変数の時の記号 f (k)(x) := ∂k
xf(x) を用いてはいけません。
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