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問題 0. 前回の問題 2の (5)の解答を参照。

問題 1. A = (aij)のとき f(uj) =
∑n

i=1 aijui である。従って x =
∑n

j=1 xjuj とすると

f(x) =
∑n

j=1 xjf(uj) =
∑n

i,j=1 xjaijui =
∑n

i=1

(∑n
j=1 aijxj

)
ui. これが y =

∑n
i=1 yiuiと

等しいから yi =
∑n

j=1 aijxjが任意の i = 1, . . . , nに対し成立。これからAx = yが分かる。

問題 2. (1) p ∈ C[x]とする。このとき fp = −p + p′である。よって fp ∈ C[x]. また
deg(p′) ≤ deg(p)だから deg(fp) = deg(p)となる。
(2) 微分の線形性や e±xを掛けるという操作の線形性から従う。
(3) f(u1) = −u1, f(u2) = −u2 + u1, f(u3) = −u3 + 2u2, f(u4) = −u4 + 3u3より

f [u1, u2, u3, u4] = [−u1, u1 − u2, 2u2 − u3, 3u3 − u4]

= [u1, u2, u3, u4]


−1 1 0 0

0 −1 2 0

0 0 −1 3

0 0 0 −1

 .

問題3. (1) {v1, . . . , vn}に関するfの表現行列をB = (bij)とするとf(vj) =
∑n

i=1 bijvi. ま
た{u1, . . . , un}と{v1, . . . , vn}は両方ともV の基底だからvj =

∑n
i=1 pijui, uj =

∑n
i=1 qijvi,

pij, qij ∈ C と書ける。上の第二式を第一式に代入すると

vj =
n∑

i,k=1

pijqkivk =
n∑

k=1

(
n∑

i=1

qkipij

)
vk.

つまり
∑n

i=1 qkipij は k = jのとき 1, k ̸= jのとき 0となる。よって P = (pij), Q = (qij)

とおくとQP = E, つまりQ = P−1が分かる。また

f(vj) =
n∑

i=1

bijvi =
n∑

k=1

(
n∑

i=1

pkibij

)
uk, f(vj) =

n∑
i=1

pijf(ui) =
n∑

k=1

(
n∑

i=1

akipij

)
uk

だから、任意の k, j = 1, . . . , nに対し
∑n

i=1 pkibij =
∑n

i=1 akipij. つまりPB = AP が成り
立つからA ∼ Bとなる.

(2) C ∈ [A]とすると C = P−1AP と書ける。P = (pij)とする。そして各 j = 1, . . . , n

に対してwj :=
∑n

i=1 pijuiとおく。P は正則だから {w1, . . . , wn}はV の基底。またP−1 =

(qij)とおくと uj =
∑n

i=1 qijwi. 基底 {w1, . . . , wn}に関する f の表現行列をB = (bij)とす
ると, f(wj) =

∑n
i=1 bijwi. このとき

f(wj) =
n∑

k=1

(
n∑

i=1

pkibij

)
uk, f(wj) =

n∑
k=1

(
n∑

i=1

akipij

)
uk

となるからPB = AP , つまりB = P−1AP = Cとなる。従ってCは基底 {w1, . . . , wn}に
関する表現行列である。
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問題 4. (1) W :=
∩

λ∈ΛWλとおく。任意の u, v ∈ W , a, b ∈ Cを取る。すると任意の
λ ∈ Λに対して u, v ∈ Wλである。Wλは部分空間だから au + bv ∈ Wλ. これが任意の
λ ∈ Λに対して成り立つから au+ bv ∈ W となる。従ってW は V の部分空間である。
(2) V := C2 = {(x, y) | x, y ∈ C}とW1 := {(x, 0) | x ∈ C}及びW2 := {(0, y) |

y ∈ C}について、W1とW2は V の部分空間だが (1, 0) ∈ W1と (0, 1) ∈ W2の V での和
(1, 0) + (0, 1) = (1, 1)はW1 ∪W2に含まれない。
(3) W は部分空間である。実際 x, y ∈ W , a, b ∈ Cとして x, yを x = v1 + · · · + vs,

y = w1 + · · ·+ ws (vj, wj ∈ Wj, j = 1, . . . , s) と表示すると

ax+ by = (av1 + bw1) + · · ·+ (avs + bws), avj + bwj ∈ Wj (j = 1, . . . , s).

従って ax + by ∈ W だからW は部分空間である。またWj ⊂ W より
∪s

j=1Wj ⊂ W . 次
に
∪s

j=1 Wj ⊂ X となる V の部分空間X をとる。任意の wj ∈ Wj (j = 1, . . . , s)に対し
wj ∈ Xだからw1 + · · ·+ws ∈ X. 従ってW ⊂ X. よってW は

∪s
j=1 Wjを含む最小の部

分空間である。

問題 5. まず s個の部分空間W1, . . . ,Wsの和W = W1 + · · · +Wsが直和となるための条
件を求めておく。

W = W1 + · · · + Ws が直和であるためには, 「wj ∈ Wj (j = 1, . . . , s)が
w1 + · · ·+ws = 0を満たせばwj = 0 (j = 1, . . . , s)となる」という主張が成り
立つことが必要十分である。

実際、W = W1 + · · ·+Wsが直和であるとしw1 + · · ·+ ws = 0を満たすwj ∈ Wjがあっ
たとする。この時 0 = 0+ · · ·+0だから直和の定義の「一意的に表せる」という条件より
wj = 0が必要。次に上記の「」の主張が成り立つと仮定し、u ∈ W が二つの表現

u = w1 + · · ·+ ws = v1 + · · ·+ vs, wj, vj ∈ Wj, (j = 1, . . . , s)

が成り立つと仮定する。このとき

(w1 − v1) + · · ·+ (ws − vs) = 0, (wj − vj) ∈ Wj, (j = 1, . . . , s)

だから「」の主張から wj = vj (j = 1, . . . , s). 従って u ∈ W の上記のような表示は一意
的だからW はW1, . . . ,Wsの直和である。
(1)まずW = W1+W2が直和であると仮定しu ∈ W1∩W2とする。このとき 0 = u+(−u),

u ∈ W1, −u ∈ W2. 従って u = −u = 0. よってW1 ∩ W2 = {0}. 逆にW1 ∩ W2 = {0}
と仮定し u ∈ W = W1 +W2とする。uを二通りに u = w1 + w2 = w′

1 + w′
2, wi, w

′
i ∈ Wi

(i = 1, 2)と書くと v := (w1 − w′
1) = −(w2 − w′

2). ここで v ∈ W1 ∩ W2だから仮定から
v = 0. つまりwi = w′

i (i = 1, 2)が成り立つ。従って uの表示が一意的なのでW は直和。
(2) di := dimWi (i = 1, 2), k := dim(W1∩W2), d := dim(W1+W2)とおく。W1∩W2の基底
{u1, . . . , uk}を取る。またこれを含むW1,W2 の基底をそれぞれ {u1, . . . , uk, v1, . . . , vd1−k},
{u1, . . . , uk, w1, . . . , wd2−k}とする。このとき {u1, . . . , uk, v1, . . . , vd1−k, w1, . . . , wd2−k} が
W = W1 +W2の基底となる。実際 x ∈ W を x = x1 + x2, xi ∈ Wi (i = 1, 2)とすると

x1 =
k∑

i=1

aiui +

d1−k∑
j=1

bjvj, x2 =
k∑

i=1

ciui +

d2−k∑
j=1

djwj
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と書けるから

x = x1 + x2 =
k∑

i=1

(ai + ci)ui +

d1−k∑
j=1

bjvj +

d2−k∑
j=1

djwj.

また
∑k

i=1 aiui +
∑d1−k

j=1 bivi +
∑d2−k

j=1 diwi = 0 が成り立つと仮定し x =
∑k

i=1 aiui, x1 =∑d1−k
j=1 bjvj, x2 =

∑d2−k
j=1 djwj とおく。x + x1 + x2 = 0であり、また x1 ∈ W1, x2 ∈ W2,

x ∈ W1 ∩W2. 特に x1 = −x− x2 ∈ W2だから x1 ∈ W1 ∩W2. x1 =
∑k

i=1 piuiと表せる。
ところがこのとき

0 = x1 −
k∑

i=1

piui =
k∑

i=1

(−pi)ui +

d1−k∑
j=1

bivi

であるが、{u1, . . . , uk, v1, . . . , vd1−k}はW1の基底だから pi = 0かつ bi = 0. よってx1 = 0.

また x2 + x = 0となるが、このとき ai = 0, dj = 0. これは u1, . . . , uk, v1, . . . , vd1−k,

w1, . . . , wd2−k達がW = W1 +W2の基底をなすことを示している。よって

dim(W1 +W2) = k + (d1 − k) + (d2 − k) = d1 + d2 − k

= dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2)

≤ dimW1 + dimW2.

特に等号成立は dim(W1 ∩W2) = 0, つまりW1 ∩W2 = {0}の時かつその時のみ成り立つ。

問題 6. W1の基底を {u1, . . . , un1}, W2の基底を {v1, . . . , vn2}とする。このとき問題 5の
解答と同様にして {u1, . . . , un1 , v1, . . . , vn2}が V = W1 ⊕ W2 の基底であることが分か
る。この基底についての f の表現行列が問題にある行列の形になることを示す。f(Wi) ⊂
Wi (i = 1, 2)であるから f(uj) =

∑n1

i=1 aijui, f(vj) =
∑n2

i=1 bijvi と書ける。特に基底
{u1, . . . , un1 , v1, . . . , vn2}に関する f の表現行列は、B1 = (aij), B2 = (bij)とおくと

f [u1, . . . , un1 , v1, . . . , vn2 ] = [u1, . . . , un1 , v1, . . . , vn2 ]



a11 · · · a1n1 0 · · · 0
...

...
...

...
an11 · · · an1n1 0 · · · 0
0 · · · 0 b11 · · · b1n2

...
...

...
...

0 · · · 0 bn21 · · · bn2n2


= [u1, . . . , un1 , v1, . . . , vn2 ]

(
B1 0
0 B2

)
となるから上式の行列が f の表現行列となる。

問題 7. (1) λがAの固有値なら ker(λE − A) ̸= {0}, 特に 0 = det(λE − A) = ΦA(λ)で
ある。逆にΦA(λ) = 0なら (λE − A)の行列式が 0であることから ker(λE − A) ̸= {0}.
(2) ΦP−1AP (x) = det(xE − P−1AP ) = det(P−1(xE − A)P ) = det(P−1) det(xE −

A) det(P ) = ΦA(x).

(3) A ∼ BならB = P−1AP となる正則行列 P が存在する。従って前問より ΦA(x) =

ΦB(x). 固有方程式が一致するのでAとBの固有値は重複度を込めて等しい。
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問題 8. (1) ΦA(x) = ΦB(x) = (x− λ)2(x− µ)なのでA,Bの固有値は重複度を込めて等
しく、λ = µならば固有値は λのみで重複度は 3である。λ ̸= µならば固有値は λ (重複
度 2)と µ (重複度 1)である。
(2) a := µ− λとおく。このとき

A− λE =

0 0 0

0 0 0

0 0 a

 , B − λE =

0 1 0

0 0 0

0 0 a

 .

a = 0のときA−λE = 0 ̸= B−λE. またa ̸= 0ならば rank(A−λE) = 1 ̸= rank(B−λE) =

2. そこでB = P−1AP となる正則行列が存在したと仮定する。このとき、もし a = 0な
らば 0 = P−1(A− λE)P = B − λEとなり矛盾。また a ̸= 0ならば 1 = rank(A− λE) =

rank(P−1(A− λE)P ) = rank(B − λE) = 2 となり、いずれにしても矛盾する。
(3) λ = µのとき、Aの固有値 λの固有空間はC3全体だから 3次元。e1, e2, e3をC3の
標準基底とするとBの固有値 λの固有空間はCe1 ⊕ Ce3で 2次元。
次に λ ̸= µのとき、Aの固有値 λの固有空間はCe1 ⊕Ce2で 2次元。固有値 µの固有空
間はCe3で 1次元。またBの固有値 λの固有空間はCe1で 1次元。固有値 µの固有空間
はCe3で 1次元。(なおこの問題の結果からも前問 (2)の解答が得られる。)

問題 9. (1) u ∈ W (λ) = ker(A − λE)とすると (A − λE)u = 0だから l = 1として
(A− λE)lu = 0. よって u ∈ W̃ (λ).

(2) u, v ∈ W̃ (λ), a, b ∈ Cとする。(A − λE)lu = 0, (A − λE)kv = 0 となる自然
数 k, l が取れる。n := max{k, l}とすると (A − λE)nu = (A − λE)nv = 0. よって
(A− λE)n(au+ bv) = a(A− λE)nu+ b(A− λE)nv = 0 となるから au+ bv ∈ W̃ (λ). よっ
て W̃ (λ)は部分空間。
(3) W (λ) ⊂ W̃ (λ)だからW (λ) ̸= {0}なら W̃ (λ) ̸= {0}である。逆に W̃ (λ) ̸= {0}と
仮定する。0 ̸= u ∈ W̃ (λ)を取る。この時自然数 lで (A − λE)lu = 0となるものが存在
する。そのような lで最小なものを nとする。v := (A− λE)n−1uとすると v ̸= 0であり
(A− λE)v = 0だから v ∈ W (λ) ̸= {0}である。

問題 10. (1) u ∈ W (λ)とするとAu = λu ∈ W (λ). よってW (λ)は不変部分空間である。
(2) u ∈ W̃ (λ)とする。(A − λE)lu = 0となる自然数 l を取る。ここで任意の自然
数 kに対して A(A − λE)k = (A − λE)kAである。いま (A − λE)lu = 0であったから
0 = A(A− λE)lu = (A− λE)lAuとなる. 従ってAu ∈ W̃ (λ)となるから W̃ (λ)はAの不
変部分空間である.

問題 11. (1) xE − Aは次のような行列になる。

xE − A =

(
x 1 −1
0 x− 2 0
2 0 x− 3

)
従ってΦA(x) = det(xE − A) = x(x− 2)(x− 3) + 2(x− 2) = (x− 2)2(x− 1).

(2) A− E, A− 2E, (A− 2E)2はそれぞれ次のようになる。

A− E =

(
−1 −1 1
0 1 0
−2 0 2

)
, A− 2E =

(
−2 −1 1
0 0 0
−2 0 1

)
, (A− 2E)2 =

(
2 2 −1
0 0 0
2 2 −1

)
.

解答Y1-2W16-06 名古屋大学・理学部・数理学科



2W数学演習V・VI 解答 Y106-11
担当教員 : 柳田 伸太郎 研究室 : A441 E-mail:yanagida@math.nagoya-u.ac.jp

よって {e1, e2, e3}をC3の標準基底とすると

W1 = C(e1 + e3), W2 = C(e1 + 2e3)⊕ C(e2 + 2e3).

但し後者について、a(e1 + 2e3) + b(e2 + 2e3) = 0とすると ae1 + be2 + 2(a+ b)e3 = 0より
a = b = 0. つまり e1 + 2e3と e2 + 2e3は一次独立だからW2の上の表示は直和である。ま
たこれから dimW1 = 1, dimW2 = 2となる。
(3) W1 + W2が直和であることを示す。実際 u ∈ W1 ∩ W2とすると u = a(e1 + e3) =

b(e1+2e3)+c(e2+2e3)を満たす a, b, c ∈ Cが取れる。特に b = a = 2b+2c, c = 0となるか
ら b = 0, a = 0が分かる。従って u = 0でW := W1+W2は直和。前問からW = W1⊕W2

の次元は 3であるが、これは全体 C3 の次元と一致する。よってW = C3となる。
(4) 定義からW1 ⊂ W̃ (1), W2 ⊂ W̃ (2)が分かる。逆の包含関係を示す。
まず 0 ̸= u ∈ W̃ (1)を取り、(A − E)lu = 0となる自然数 l で最小のものを nとす
る。この時 v := (A − E)n−1u ̸= 0, (A − E)nu = 0となっている。ここで n ≥ 2と仮
定すると w = (A − E)n−2u ̸= 0で v = (A − E)w, (A − E)v = 0となっている。特
に v ∈ W1 = C(e1 + e3)より v = a(e1 + e3)とおける。w = pe1 + qe2 + re3 とおくと
v = (A− E)wより−p− q + r = a, q = 0, −2p− 2r = a となるが、これから p = rが分
かりw = p(e1 + e3) ∈ W1となって (A− E)w = 0. これは v ̸= 0に矛盾。以上より n = 1

である。よって u ∈ W1. 従ってW1 = W̃ (1)となる。
次に 0 ̸= u ∈ W̃ (2)として (A − 2E)lu = 0となる自然数 lで最小のものを nとする。

n = 1, 2なら u ∈ W2. そこで n ≥ 3と仮定し w = (A − 2E)n−3u, x := (A − 2E)n−2u,

v = (A − 2E)n−1uとおく。このとき w, x, v ̸= 0であり (A − 2E)w = x, (A − 2E)x = v,

(A−2E)v = 0となっている。また u1 := e1+2e3, u2 := e2+2e3とおくと (A−2E)u1 = 0,

(A − 2E)u2 = u1. またA − 2Eの具体的な形から ker(A − 2E) = Cu1が分かる。そこで
v ∈ ker(A− 2E), x ∈ ker((A− 2E)2) = W2 = Cu1 ⊕Cu2よりw = a1e1 + a2e2 + a3e3,x =

b1u1 + b2u2,v = cu1とおく。このとき (A− 2E)u2 = u1, (A− 2E)x = vより b2 = c. また
(A− 2E)w = xを具体的に計算して c = 0が分かる。すると v = 0となり矛盾が生じる。
従って n ≤ 2であり u ∈ W2となる。従ってW2 = W̃ (2)が成り立つ。
((4)の別解) W̃ (2) ⊂ W2の別証明を与える。f1(x) := (x − 2)2, f2(x) := (x − 1)とお
く. このときΦA(x) = f1(x)f2(x), gcd(f1, f2) = 1が成り立つ。従って f1m1 + f2m2 = 1と
なる多項式m1,m2 ∈ C[x]が存在する。またΦA(A) = 0が成り立つ (Cayley-Hamiltonの
定理)。u ∈ W̃ (2)とすると (A − 2E)lu = 0となる自然数 l を取ることが出来る。このと
き多項式 (x− 2)lと多項式 f2m2の最大公約式は 1である。実際、もし最大公約式の次数
が正ならば、最大公約式は (x− 2)lを割るから (x− 2)は最大公約式を割る。従って f2m2

も (x− 2)で割れる。ところが f1m1 = (x− 2)2m1も (x− 2)で割れるから gcd(f1, f2) = 1

に矛盾する。従って p, q ∈ C[x]で (x− 2)lp(x) + f2(x)m2(x)q(x) = 1となるものが存在す
る。以上より次が成り立つ。

E = (A− 2E)lp(A) + f2(A)m2(A)q(A) = f1(A)m1(A) + f2(A)m2(A),

f1(A)f2(A) = ΦA(A) = 0.

上記に現れた行列は全て可換であるから (A− 2E)lp(A)u = p(A)(A− 2E)lu = 0. 従って
u = f2(A)m2(A)q(A)uが成り立つ。ところが f1(A) = (A− 2E)2だから上式下段より

(A− 2E)2u = f1(A)u = f1(A)f2(A)m2(A)q(A)u = 0
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となる。従って u ∈ W2となる。

問題 12. f = 0または g = 0ならば f(A) = 0または g(A) = 0だから与式は正しい。そこ
で f ̸= 0, g ̸= 0として f(x) = a0+a1x+ · · ·+amx

m, g(x) = b0+ b1x+ · · ·+ bkx
k, am ̸= 0,

bk ̸= 0と書く。この時 f(A) = a0E + a1A + · · · + amA
mとAは可換。従って任意の jに

ついて f(A)とAjは可換。よって g(A) = b0E + b1A+ · · ·+ bkA
kは f(A)と可換である。

問題 13. W := W1 + · · · + Wsとおく。任意の u ∈ Cnを取る。このとき (1)より E =

P1 + · · ·+Psより u = P1u+ · · ·+PsuでありPju ∈ Wj = Im(Pj)だからCn = W . つまり
Cn = W1+· · ·+Wsである。次にこれが直和であることを示す. そのためにwj = Pjuj ∈ Wj

(j = 1, . . . , s) が w1 + · · ·+ws = 0を満たすとする。これは P1u1 + · · ·+ Psus = 0を意味
するが、各 i = 1, . . . , sについてこの式の左から Piを掛けると

0 = Pi(P1u1 + · · ·+ Piui + · · ·+ Psus) = PiP1u1 + · · ·+ P 2
i ui + · · ·+ PiPsus.

条件 (2)より j ̸= iならPiPjuj = 0であり、条件 (3)よりP 2
i ui = Piui. よってwi = Piui = 0

が各 i = 1, . . . , sに対して成り立つからCn = W1 ⊕ · · · ⊕Ws.

問題 14. (1) Φ(A) = 0と仮定しているから f(A)g(A) = Φ(A) = 0. また f(x)p(x) +

g(x)q(x) = 1であり、1という多項式にAを代入すると定義からEであるから p(A)f(A)+

q(A)g(A) = Eが成り立つ。
(2) PQ = f(A)p(A)g(A)q(A) = f(A)g(A)p(A)q(A) = 0. QP = 0も同様。また設問 (1)

より P +Q = Eであり、これに P を掛け PQ = 0を用いると P 2 = P . Q2 = Qも同様。
(3) 任意の u ∈ Cn に対して g(A)Pu = g(A)f(A)p(A)u = 0が設問 (1)から成り立
つ。よって Im(P ) ⊂ ker(g(A)). 次に g(A)u = 0とする。このとき Qu = 0. よって
E = P +Qを uに施して u = Pu. つまり u ∈ Im(P )となり Im(P ) = ker(g(A))が成り立
つ。Im(Q) = ker(f(A))も同様。
(4)問題 13よりCn = Im(P )⊕Im(Q)となり、設問 (3)よりCn = ker(f(A))⊕ker(g(A)).

問題 15. (1) fλは λを根としない。実際、もし λが fλの根ならΦA(x) = fλ(x)(x−λ)n(λ)

より λの重複度が n(λ) + 1以上となってしまう。よって fλと (x− λ)n(λ)の両方を割る多
項式は定数のみ。従ってこれらの最大公約式は 1である。
(2) 問題 14(4)で f(x) = (x− λ)n(λ), g(x) = fλ(x)とすればよい。
(3) u ∈ ker((A− λ)n(λ))は (A− λ)n(λ)u = 0を満たす。特に u ∈ W̃ (λ)である。
(4) fλ(x)q(x)が (x−λ)で割れると仮定すると, (x−λ)n(λ)p(x)+fλ(x)q(x) = 1も (x−λ)

で割れることになり矛盾する。
(5) (A− λE)la(A) + fλ(A)q(A)b(A) = Eである。これを uに施して (A− λE)lu = 0を
用いると fλ(A)q(A)b(A)u = uとなる。
(6) (x−λ)n(λ)fλ(x) = ΦA(x)だからCayley-Hamiltonの定理より (A−λE)n(λ)fλ(A) = 0.

よって v ∈ Cn に対して (A − λE)n(λ)fλ(A)q(A)v = 0だから fλ(A)q(A)v ∈ ker((A −
λE)n(λ)). 特に v = b(A)uとして設問 (5)より u ∈ ker((A − λE)n(λ))となる。従って
W̃ (λ) = ker((A− λE)n(λ))である。
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問題 16. (1) f1, . . . , fs全てを割る定数でない多項式 gがあったとするとそれはΦA(x)を
割る。従ってある固有値 λが存在し gは (x− λ)で割れる。λ = λ1として一般性を失わな
い。ところが f1(x)は (x− λ1)では割れず矛盾である。
(2)

∑s
j=1 fjmj = 1より P1 + · · · + Ps = E. また i ̸= j とすると (x − λi)

nifi(x) =

(x− λj)
njfj(x) = ΦA(x)より

fi(x)fj(x) = ΦA(x)
ΦA(x)

(x− λi)ni(x− λj)nj

となるが、この式の分数で表示された項は i ̸= jより多項式である。よってΦA(A) = 0よ
り fi(A)fj(A) = 0. 従ってPiPj = 0が成り立つ。最後にP1 + · · ·+Ps = EにPiを掛ける
と P 2

i = Piが分かる。
(3) まず問題 15より W̃ (λj) = ker((A − λjE)nj) に注意しておく。u ∈ Im(Pi)として

u = Piv = mi(A)fi(A)vと書く。このとき (A − λiE)nifi(A) = ΦA(A) = 0 に注意すると
(A− λiE)niu = (A− λiE)nifi(A)mi(A)v = 0となる。よって u ∈ W̃ (λi)となる。
逆に u ∈ W̃ (λi)とする。u ∈ Im(Pi) を示すために次に注意する: j ̸= iのとき fj(x)は

(x− λi)
niで割れる。実際ΦA(x) =

∏s
l=1(x− λl)

nl だから fj(x) =
∏

l ̸=j(x− λl)
nlとなる。

この表示において j ̸= iなら l = iの項が積の中にある。よって fj(x)は (x − λi)
ni で割

れる。
そこで j ̸= iに対して fj(x) = gij(x)(x−λi)

niとおく。j ̸= iのとき fj(A)u = gij(A)(A−
λiE)niu = 0となる。特に Pju = mj(A)fj(A)u = 0が i ̸= jに対して成り立つ。よって
u =

∑s
j=1 Pju = Piuとなり u ∈ Im(Pi) = Wiとなる。

問題 17. (1) AをCn上の線形写像と考える。W̃ (λi) = ker((A− λiE)ni)であった。これ
はAの不変部分空間であり、(A− λiE)niを W̃ (λi)に制限して得られる線形写像は 0であ
る。従ってその表現行列は基底の取り方によらず 0. いまA− λiEの W̃ (λi)への制限の表
現行列はAi − λiEiであるから (Ai − λiEi)

ni = 0.

(2) (Ai − µEi)u = 0となる 0 ̸= u ∈ W̃ (λi)があったとする。この時 (Ai − λiE)u =

(µ− λi)u. これを繰り返すと 0 = (Ai − λiE)niu = (µ− λi)
niu. u ̸= 0だから µ = λi.

(3)問題 6を用いる。つまり各 W̃ (λi)の基底をとりそれらを順に並べるとCn = W̃ (λ1)⊕
· · · ⊕ W̃ (λs) となるからこれはCnの基底である。W̃ (λi)はAの不変部分空間だから問題
6によりAの表現行列は次のようになる。A1

. . .

As


よって xE − Aの表現行列は以下のようになる。xE1 −A1

. . .

xEs −As


この行列式は

∏s
i=1 det(xEi − Ai) =

∏s
i=1ΦAi

(x) でありΦA(x)と一致する。
(4) 問題 (2)よりΦAi

(x) = (x − λi)
di . よって問題 (3)よりΦA(x) =

∏s
i=1(x − λi)

di . こ
れより di = niとなる。
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